Reunién de Comunicaciones Cientificas de VirtUMA. Unién Matematica Argentina,
Virtual, 2021.

Teoria de agrupamientos y
algoritmos de asignacion
muchos-a-muchos en
mercados bilaterales.

Tripolone, Juan Marcos.

Cita:
Tripolone, Juan Marcos (Septiembre, 2021). Teoria de agrupamientos y
algoritmos de asignacion muchos-a-muchos en mercados bilaterales.
Reunidén de Comunicaciones Cientificas de VirtUMA. Unién Matematica
Argentina, Virtual.

Direccién estable: https://www.aacademica.org/juanmarcostripolone/2

ARK: https://n2t.net/ark:/13683/poR0O/oD0

Esta obra esté bajo una licencia de Creative Commons.
@ Para ver una copia de esta licencia, visite
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.es.

Acta Académica es un proyecto académico sin fines de lucro enmarcado en la iniciativa de acceso
abierto. Acta Académica fue creado para facilitar a investigadores de todo el mundo el compartir su
produccidén académica. Para crear un perfil gratuitamente o acceder a otros trabajos visite:
https://www.aacademica.org.



https://www.aacademica.org/juanmarcostripolone/2
https://n2t.net/ark:/13683/poRO/oD0
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.es
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.es

Teoria de agrupamientos y algoritmos de
asignacion en mercados bilaterales

Juan Marcos Tripolone - Doctorando en Ciencias Econémicas

Universidad Nacional de Cuyo

1 Resumen

Se propone un modelo de emparejamientos muchos-a-muchos en mercados
reticulares, para resolver el problema de la compraventa simultanea en forma co-
operativa (grandes grupos de pequenos compradores del mismo bien en la misma
ubicacién, y grandes grupos de pequetios proveedores que deben agruparse para
cubrir transacciones de mucho volumen) a través de un mercado bilateral.

Las tecnologias de la informaciéon han hecho posible y escalable la coop-
erativizacién en las economias digitales. Es natural que los pequenos agentes
econémicos se agrupen para formar un cluster o consorcio (aqui denominado
”pool”, para aclarar la naturaleza efimera de este asociativismo no perenne, sino
circunstancial), en la inteligencia de interactuar conjuntamente en un mercado
definido. Se procura probar la existencia de un algebra subyacente que modela
y delinea un grupo de compradores o vendedores como un objeto matemaético y
define operaciones entre estos agrupamientos de agentes. Dichas operaciones se
encuentran circunscriptas dentro de un algebra de agrupaciones, constituyendo
asi un conjunto de propiedades y leyes dentro de este espacio algebraico, que
denominaremos ”Teoria de agrupamientos” o ” Teoria de pooles”.

2 Modelo simplificado

A continuacion se presenta una algebrizacién sintética del modelo de mer-
cado bilateral, donde se puede establecer un reticulo de emparejamientos muchos
a muchos por contratos. Este mercado funciona como una red dual con restric-
ciones de cuota, aciclicidad, sustituibilidad y regularidad.

Definicién 1: Sea la cuatrupla ((B, ¢g, pg), (S, q9s,ps), P, X) el modelo de asig-
naciones muchos a muchos tal que la terna (B, ¢p,pp) es un pool de compras,
donde B es el conjunto de agentes compradores, gp la cantidad total a com-
prar de un producto dado y pp el precio de referencia o de equilibrio al que
los compradores estdn dispuestos a comprar la mercancia dada; (S, ¢gs,ps) es
un pool de ventas donde S es el conjunto de agentes vendedores, gg la cantidad



total disponible para vender de dicho producto entre todos los vendedores y pg
el precio de referencia o de equilibrio al que los vendedores estan dispuestos a
vender la mercancia especificada; siendo P la plataforma de mercado bilateral
donde se encuentran los grupos de compra y venta; y X el conjunto de posi-
bles contratos o emparejamientos entre compradores y vendedores. Entonces
las siguientes férmulas representan una versién simplificada de dicho modelo.

B={b1,....;bi,....,bn} : by = (qv;, 0p,, tp;) Vie I ={1,...,n}
S ={81, e, Sis ey S}t 8i = (s, , Ps; ts;) Vie I ={1,....,m}
P := Plataforma de asignaciones bilaterales
XCBxS
Donde B es un conjunto de n compradores con su respectiva cantidad deman-
dada gp,, pp es el precio maximo que estan dispuestos a pagar, S es el conjunto
de vendedores, qg la cantidad total que tienen disponible para ser asignada a
una venta agrupada, pg el precio unitario minimo que estan dispuestos a cobrar
a sus clientes por ese producto, P es la plataforma y X es el conjunto de con-
tratos potenciales, es decir, todas las posibles asignaciones reticulares muchos a
muchos de compradores (B) a vendedores (S) en la plataforma (P).
Las ternas b; = (qv,, Pb;»ts;,) ¥ Si = (qs,, Ps,, ts;) representan a compradores
y vendedores, con sus cantidades, precios y tiempo de ingreso a la subasta.
La asignacién total ocurre cuando cada comprador pudo recibir sus unidades
a un precio menor o igual al precio que prefijo, y cada oferente pudo colocar todas
sus existencias disponibles a un precio mayor o igual su minimo parametrizado.

((B,QB7pB), (Sv qupS)7P7X) =

2.1 Conjunto de asignaciones posibles

X es el conjunto de asignaciones entre compradores y vendedores.

Definicién 2: Una correspondencia entre un vendedor y un comprador ocurre
si y solo si la cantidad que el comprador requiere es menor o igual a la ofrecida
por el vendedor, y el precio que el comprador estd dispuesto a pagar es mayor
o igual al precio al que el vendedor oferté ese bien.

X = {501,....,Ii, ,lL’n} X, = (bj,Sk) cX <:>pr > Dsy
|X| < [B]-|S]

Esta desigualdad significa que la cardinalidad méxima del conjunto X ocurre
cuando cada vendedor asigna al menos una unidad a cada comprador.

2.2 Condiciones de ordenamiento para preasignaciones en-
tre compradores y vendedores

Esta subseccién contiene una explicaciéon completa y detallada del algoritmo
de asignacién, detallando lo que sucede en cada etapa del proceso.

1. Ordenar los compradores desde los que fijaron el precio méas bajo que
estan dispuestos a pagar, hasta los que permiten los precios mas altos. Si



dos compradores tienen el mismo precio, se prioriza el que méas cantidad
comprard. Si tienen la misma cantidad y precio, se prioriza quién ingresé
primero a la subasta, constituyendo los siguientes conjuntos ordenados
que digitalmente se pueden pensar como una sucesién de compuertas.

OTdB = {{bla"'abia"'vbn} : b’L = (qbiﬂpbiatbi)/(pbi < pbi+1) v [(pln =
pbi+1) A (qbi > qbi+1)] v [(pbi = pbi+1> A (qbi = qbi+1) A (tbi < tbi+1)] Viel

-

2. Ordenar los proveedores desde los que estan dispuestos a ofrecer precios
mas bajos, hasta los de precios més elevados. Si dos vendedores tienen el
mismo precio, se da prioridad a quién tiene la mayor cantidad disponible.
Si este valor también coincide, el proveedor priorizado es el primer emisor
de la orden de venta, lo que constituye el siguiente conjunto ordenado.

OTdS = {{817...752‘,...,8”} : Si = (QSmpSi)tSi>/(pSi < p8i+1) y [(ps, =
psi+1) (qsi > qsi+])] ! [(psi = p811+1)/\ (qsi > q5i+1)/\ (tsi < t3i+1)] VZ € I}

3. Asignar previamente uno a uno cada b; = (qp,, P, ts,) € Ordp a cada
si = (gs;,Ps;,ts;) € Ordg respetando sus pedidos por adelantado si se
cumple la siguiente restriccién: py, > ps,.
Si g, > gs,, entonces se asigna mas de un proveedor para cubrir ¢,. El
comprador podria obtener diferentes precios unitarios para unidades del
mismo bien, siempre que dichos precios no superen su precio esperado.
Por tanto, el monto restante de este comprador pendiente de ser cubierto
(@, = av; — qs,) debe ser colocado por el préximo vendedor del pool de
venta ordenado, igualando su restriccion de precio. Este proceso debe
repetirse, pasando al siguiente vendedor si es necesario, hasta cubrir la
cantidad total demandada por este comprador.
Si gy, no puede ser cubierto por ningun proveedor al precio dado, pero
si una cantidad menor, la plataforma P consulta al comprador si acepta
comprar esa cantidad menor y modificar su orden de compra.
De manera similar, si la cantidad demandada por dicho comprador puede
ser satisfecha, pero no al precio deseado por el comprador, la plataforma
P le sugerird que modifique su orden de compra, aumentando el precio
méaximo que esta dispuesto a pagar. Después de desbloquear la situacion,
la plataforma avanzard al siguiente agente en el conjunto ordenado de
compradores para repetir la evaluacién anterior.
Si las restricciones no se pueden cumplir y el comprador no acepta canti-
dades més bajas o precios mas altos, no tendrd un proveedor asignado, a
menos que se incorpore un nuevo vendedor que cumpla con esas restric-
ciones méas adelante durante el término de la subasta inversa.
Si esto ultimo nunca ocurre, la operacién de emparejamiento entre los gru-
pos de compra y venta asignard el grupo vacio a este comprador (b; — &).

Al llegar al ultimo agente, habiendo ejecutado todos estos pasos para cada
uno de ellos, finaliza el algoritmo de asignacién, y es el momento de evaluar
los resultados. Esto incluye determinar los precios promedio finales para cada



agente, el precio promedio del conjunto de asignacién total, el monto total asig-
nado y los agentes que quedaron sin asignar o parcialmente asignados.

Tanto los pooles de compra como de venta se ordenan de la misma manera
(es decir, los pasos 1 y 2 son equivalentes). Esto ocurre porque el algoritmo pre-
tende ser deflacionario, y procura funcionar como una subasta inversa. Ademsds,
la optimizacién del algoritmo se centra en asignar tantos agentes como sea posi-
ble. Por lo tanto, si los compradores dispuestos a pagar el precio mas bajo
quedan ultimos en la lista, hay muchas menos probabilidades de asignarlos a un
proveedor. Si se pretende maximizar los beneficios para todos los participantes,
el problema de la programacion lineal para lograr esa maximizacién tendria al
menos n + 2.m restricciones, donde n = |B|, y |m| =|5|.

Para cualquier pool de agentes que deseen comprar o vender un producto
de manera cooperativizada, las instrucciones de priorizacién descritas anterior-
mente constituyen un orden de pooles ((Ordp, >g), (Ords, =s)), que permite
la generacién de un algebra de agrupaciones y estructuras de reticulado.

2.3 Conjunto de agentes no asignados

El conjunto U abarca a los compradores o vendedores no asignados, que no
han podido comprar o vender ninguna unidad en el transcurso de esta subasta
inversa. Es decir que el operador de matching los ha asignado al vacio.

U=X°={(b;,9),(2,5)}
|U| := nimero de agentes de compra o venta que no pudieron comprar o vender
ninguna unidad de producto.

2.4 Condiciones y restricciones cuantitativas

Algunos compradores pueden haber aceptado recibir menos producto del
que requerian, mientras que algunos vendedores pueden haber logrado vender
menos producto del que tenian disponible. Esto genera dos cantidades distintas
a computar y controlar en cada tipo de agente, y también un remanente, que
representa lo que dicho agente no pudo comprar (ni vender) aunque lo requiri-
eran (o lo tuvieran disponible). Ademds, un vendedor puede haber vendido el
mismo producto a més de un comprador y un comprador puede haber comprado
el mismo producto a mas de un vendedor en la misma operacién de subasta.

Adicionalmente, se debe calcular el total asignado, que se supone menor o
igual al total disponible por todos los proveedores. La cantidad total disponible
por los vendedores, mas la cantidad total requerida por los compradores, cierra
la lista de cantidades que debe medir el modelo. Por lo tanto, hay cinco can-
tidades diferentes para calcular en cada lado, méds una cantidad de asignacién
general, que se formalizan a continuacion, y son cifras de interés para fines es-
tadisticos, como calcular promedios y construir otros conjuntos ttiles, como asi
también, para que la plataforma P de comercio electrénico que regula las op-
eraciones pueda efectuar sumas de comprobacién transaccional.



Cantidades para los compradores

qpB := cantidad de producto requerida entre todos los compradores.

qp, := cantidad requerida por el comprador b; antes de ejecutar el algoritmo.
q, . = cantidad individual que el algoritmo logrd asignar a ese comprador.
Wo;  (s5) = cantidad que el consumidor b; compré al proveedor s;.

@, ,, := la cantidad restante que el comprador b; no pudo comprar.

Las cantidades para los vendedores

qs := cantidad disponible sumando las cantidades de cada proveedor.

gs; := cantidad que estaba disponible por s; antes de ejecutar el algoritmo.
gs;, := cantidad que el algoritmo logré colocar de ese proveedor.

Usjo (bs) = cantidad que el proveedor s; vendié al comprador b;.

s;p, = la cantidad restante que el proveedor s; no pudo vender.

Cantidad general
qs—p = la cantidad de producto que el algoritmo pudo colocar.

El sistema de verificacién de restricciones de cantidad

Al final de la ejecucién del algoritmo de emparejamiento, el calcular y com-
parar las cantidades previamente definidas resulta til para verificar si las asig-
naciones se han realizado sin errores. De hecho, se supone que se cumple alguna
légica cuantitativa. Por ejemplo, la cantidad total asignada por el algoritmo
debe ser menor o igual que la cantidad total disponible por los vendedores, y
también la cantidad total requerida por los compradores. Asimismo, la cantidad
individual asignada a un comprador debe ser menor o igual que la cantidad que
este comprador deseaba originalmente. Ademds de este tipo de desigualdades,
aqui también se presentan algunas ecuaciones que permiten definir formal y
algebraicamente las diferentes cantidades descritas anteriormente. Todo el sis-
tema de restricciones de cantidad se denota conjuntamente como QR.



qB—s < qs
qB—s < ¢B
m

m
s =Y 0, = Y (s +ds;,)
j=1

Jj=1
n

n
0B =Y =Y (@, +avi,,)
i=1 i=1
Ds; 5 (b2) < Qs < quv b; € Sbi
W (s5) < Wiy < @b,V 55 € By,
n

Asjx = ZQst(bi),bi S Sbi

QR : gt
m
iy = quix(sj)asj € BS].
j=1
s (b) = Qbs  (s;) (simetria)
quR = qu - quX
qbiR = qb; — Qb,

quR :quvquX :O<:>(®73])€U
qbiR = QbiaQbiX =0« (b“@) cU
n

m
iB—5 = Z qbix = Z quX
=1 j=1

Con la primera y la segunda restriccién se expresa que la cantidad total asig-
nada por el modelo debe ser menor o igual a la cantidad total disponible entre
todos los proveedores y la cantidad total requerida por todos los compradores.

La tercera y cuarta ecuacion permiten mostrar que la cantidad total disponible
entre todos los proveedores corresponde a la suma de las cantidades individuales
disponibles por cada proveedor, que es equivalente a la suma de las cantidades
que estos proveedores podrian asignar mas la cantidad que no pudieron vender,
y lo mismo ocurre con los consumidores pero con la compra.

Las desigualdades quinta y sexta expresan que la cantidad total disponible
por un vendedor o requerida por un comprador es siempre mayor o igual a la
cantidad de producto que efectivamente se les asignd, la cual a su vez es mayor o
igual a la cantidad que le fue asignada por un determinado agente en particular.

Las sumas séptima y octava expresan que la cantidad total vendida por un
proveedor o comprada por un consumidor es equivalente a la suma de las canti-
dades individuales vendidas por ese proveedor a cada uno de sus compradores,
o compradas por ese consumidor a cada uno de sus vendedores.

La novena igualdad establece que la cantidad total que un proveedor vendié a
un comprador debe ser igual a la cantidad total que ese consumidor compré a ese
vendedor. Las ecuaciones décima y undécima indican que la cantidad restante
que un proveedor no pudo vender (o que un consumidor no pudo comprar) es
igual a la cantidad total disponible o requerida por él, menos la cantidad que
realmente se le asigné durante la subasta inversa.



Las ecuaciones duodécima y decimotercera indican que para los compradores
o vendedores a los que no se les puede asignar ninguna unidad, la cantidad no
asignada es igual a la cantidad total disponible o requerida por ellos.

La 1ltima ecuacién establece que la cantidad total de producto que el mod-
elo pudo asignar debe ser igual a la cantidad total comprada por todos los
compradores y la cantidad total vendida por todos los proveedores.

En el caso en que la cantidad total inicial requerida por los compradores
sea mayor que la cantidad total inicial disponible entre todos los vendedores
(¢ > ¢s), al menos un comprador no podra completar su pedido total, mientras
que si la cantidad total inicial disponible entre todos los vendedores es mayor
que la cantidad total inicial requerida por los compradores (¢gs > ¢p), al menos
un proveedor no podré vender todas sus existencias disponibles.

2.5 Conjunto de agentes parcialmente asignados

Con P se denota el conjunto de compradores que, después de la subasta
inversa, no obtuvieron la cantidad total requerida (aunque compraron al menos
una unidad) junto al conjunto de proveedores que no pudieron vender todas sus
existencias disponibles (aunque vendieron al menos una unidad de producto).

P: {b’L : Qbix < Qbi;Sj : qS]'X < qu}

2.6 Condiciones y restricciones de precios

Habiendo construido toda la conceptualizacién anterior, ahora es posible
analizar el comportamiento de precios en el modelo de emparejamiento. Como
el nimero de variables que reflejan precios es mucho menor que el nimero de
variables que reflejan cantidades, el sistema de restricciones que deben cumplir
estos precios también es mucho més pequeno, y se presentard en este inciso, con
el fin de ser capaces de definir los diferentes precios medios y de referencia, en
aras de medir el precio resultante de un agente individual, y el precio medio al
que este producto terminé cotizando después del cierre de la subasta inversa.

Denotaremos PR al sistema de restriccién de precios y sus desigualdades.

Pv, = DPp,V b €B
Ps_,»x < stv Sj €S
b; € st < Pb; > Ps;
Sj € Sh, < Ds; < Dby

PR =

La primera desigualdad indica que el precio de venta de un producto real-
mente asignado a un comprador es mayor o igual al precio que el comprador
habia establecido inicialmente. Resulta ser mayor solo cuando la plataforma
le indica al comprador que no hay proveedores dispuestos a vender al precio
que el comprador exige, y el comprador termina mejorando el precio maximo
de compra que esta dispuesto a pagar. La segunda desigualdad es andloga a la



primera, pero para los vendedores. Si la desigualdad resulta ser estricta, esto
indica que la plataforma le ha pedido al proveedor que baje el precio unitario
al que esta dispuesto a vender, y el vendedor efectivamente lo ha bajado.

Las ecuaciones tercera y cuarta dicen que para que un comprador (proveedor)
haya comprado (vendido) de (a) un proveedor (comprador), el precio que estd
dispuesto a pagar (cobrar) por unidad debe ser mayor o igual ( menor o igual)
al precio que el proveedor (comprador) estd dispuesto a cobrar (pagar).

2.7 Precio promedio de asignaciéon para un comprador

Se define el precio promedio al que un comprador (vendedor) pudo adquirir
(vender) un bien, contando los precios cobrados (pagados) por los agentes.

Zpij (b)) " Dsjy (bi)
_ J=t

Pv; = (1
o (1)

Para obtener el precio promedio al que el consumidor b; pudo obtener su
cantidad de mercancia, el precio de cada vendedor que la plataforma le ha
asignado por cumplir las restricciones de precio del comprador b; se multiplica
por la cantidad que este vendedor le proveyd, y se divide por la cantidad de
mercaderia que el cliente pudo comprar cumpliendo con sus restricciones.

2.8 Precio promedio de asignacién para un vendedor

Para obtener el precio promedio al cual el proveedor s; pudo vender, el pre-
cio unitario con el que asignd una cierta cantidad de producto a cada uno de
sus compradores se multiplica por la cantidad que ese cliente le compré, y esa
suma se divide por la cantidad total vendida por dicho vendedor.

n

D Phiy(s) 5
Ps, = (2)

ds;

2.9 Precio promedio general al cierre de operaciones

Al cerrar la subasta, es 1til saber a qué precio promedio cotizé el producto.

n m
E pbiX . qbiX ::pij ’ qux
i=1 Jj=1

dB—S dB—S

PB—s = (3)

Este promedio actia como suma de control al final de la subasta inversa.
De hecho, sumar la multiplicacién de cada par de precios y la cantidad a la que



cada comprador obtuvo sus productos y dividir esa suma entre la cantidad total
comprada (es decir, vendida) deberfa ser equivalente a sumar la multiplicacién
de cada par de precios y la cantidad a la que cada proveedor pudo vender su
mercancia y dividirla por la cantidad total comprada (es decir, vendida).

3 Introduccion a la teoria de agrupamientos

3.1 Definiciéon formal del objeto pool

Definimos matemdticamente un pool como la terna (P, ¢, p), donde P es
el conjunto de agentes agrupados, q la cantidad total demandada (u ofrecida)
conjuntamente de un bien dado y p el precio de referencia que este agrupamiento
en conjunto estd dispuesto a pagar (cobrar) para obtener (vender) dicho bien.

El parametro p podria obtenerse con un algoritmo de negociacién con el fin
de obtener un precio de equilibrio acordado entre todos los agentes del pool.

Definimos un pool de ventas como una agrupacién de proveedores que se han
unido para poder suministrar la cantidad necesaria de un bien especifico; y como
pool de compras a un grupo de consumidores que se han unido para obtener la
cantidad individual de mercaderia necesaria a un precio preestablecido.

Definicién 1. Un pool es una terna (A, q, p) tal que:
A={ay,aa,.....a,} : a; es un agente de (A,q,p) VielI={1,2,...,n}
n
(A,q,p) =% ¢q= Z q; : qi := cantidad individual requerida/ofrecida por el agente i;q € N.

i=1
p := precio al cual los agentes estan dispuestos a comprar [vender un bien;p € RT.

3.2 El pool vacio

A=0
gP:(Aa(Lp): q=0
p=0

3.3 Operaciones entre pooles

Debe definirse el tratamiento del componente de precio (p) en la terna (A,
q, p). Este componente podria representar el promedio ponderado entre los
precios deseados por cada agente del pool, o un precio preacordado.

Aqui, si se trata de un pool de compras, el precio considerado es el precio
mas bajo buscado por los agentes de este pool, ya que es el que se supone que
no excluye a ningiin miembro comprador. Dualmente, el precio considerado en
un pool de ventas es el precio més alto entre todos los vendedores, ya que esto
asegura que todos los proveedores del producto estén incluidos.

Hay dos universos de pooles; los de compras y los de ventas. Para fines de
modelado y simplificacién, se presume que estos universos son disjuntos, ya que



un modelo de asignacién debe vincular a los compradores con los vendedores, y
para una operacion en particular, cada agente actia como comprador o como
vendedor, y no en ambos roles simultaneamente. Por lo tanto, las operaciones
entre dos o més grupos siempre ocurren cuando todos los operandos son de la
misma naturaleza (es decir, las uniones, intersecciones y otras operaciones se
definen en esta seccién solo entre pooles de compra o venta puros, y no mixtos).

3.4 Union de varios pooles

n

U ginpi) =

i=1

= mazx}_;(p;) V pool de venta ¥
' 1 (pi) V¥ pool de compra

3.5 Interseccién de pooles

n

n(Ai,(Iupi) =

=1

n

N

i=1

n n

Zqu ta; € ﬂ(AiaQiapi)
i=1 =1 n

p=mazx]_,(p;) Vi:a; € ﬂ(Ai,qi,pi), Y pool de venta Y

=1
n

p=min]_(p;) Vi:a; € ﬂ(Ai,qi,p,»), Y pool de compra
i=1

3.6 Complemento relativo entre pooles

ANA
(A17Q1,p1)\(A2,QQ7P2) = q1 — Qg2
b1

3.7 Subconjunto de un pool

(A1,q1,p1), (A2, g2, p2) ambos pooles de compra o venta.
A C Ay

(A, q1,01) € (A2,q2,02) & § @1 < q2

p1 < p2 & (Al) ql,pl), (A2a Q2ap2) son pooles de venta Y
p1 > p2 & (A1,q1,p1), (As, g2, p2) son pooles de compra

10



3.8 Infimos y supremos para comparar dos pooles

Dado que un pool es una terna, es posible definir tres operaciones de supremo
y tres de infimo, guiadas por cardinalidad, cantidad y precio entre los pooles.

Para estas operaciones tiene sentido operar entre pooles de compras (el con-
junto de partida) y de ventas (el conjunto de llegada), a diferencia de las opera-
ciones definidas en el apartado anterior. De hecho, tiene sentido saber si un pool
de compras es de un tamano o cantidad menor o igual que un pool de ventas,
para saber si el pool de proveedores tendra stock suficiente para cubrir toda la
operaciéon del mercado. Lo mismo ocurre con el precio. Es 1util saber si el precio
por el que los compradores estan dispuestos a comprar un bien es compatible
con el precio por el que los vendedores estan dispuestos a venderlo.
3.9 Infimo cardinal

Sean (A1,q1,p1) v (A2, q2,p2) dos pooles cualesquiera. Entonces, la operacién
binaria denotada como A4 es el minimo infimo entre ellos, tal que:

(A1,q1,p1) Ny (A2,q2,p2) = (A1,q1,1) & [A1] < [Ag]

3.10 Supremo cardinal

La operacién binaria denotada como V4 es el supremo cardinal entre pooles:
(A1,q1,p1) Vi (A2,q2,p2) = (A1, q1,p1) & |A1| > A

3.11 Infimo cuantitativo

La operacién binaria denotada A, compara las cantidades entre esos pooles:
(A1,q1,p1) Ng (A2,92,p2) = (A1,q1,01) © @1 < @2

3.12 Supremo cuantitativo

(A1, q1,p1) Vg (A2,q2,p2) = (A1, q1,01) © @1 > @2

3.13 Infimo de precios

(A1, q1,01) Np (A2,02,02) = (A1,q1,01) © p1 < p2

3.14 Supremo de precios

(A1, q1,01) Vp (A2,02,02) = (A1,q1,01) & p1 > P2

3.15 El algebra de pooles
<X = {(A7Qap) A= {ala -"aan}aq € va € §R+},U,ﬁ,\, ga \/#7/\#, vq7/\qa vp7/\p7®P>
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4 Conclusiones

Se ha establecido un método informatico y matemdatico para modelar una plataforma
de mercado bilateral digital para el comercio de productos en pooles (grupos
de compradores y/o vendedores), que se agrupan con el fin de sumar poder
adquisitivo (consumidores) y reducir los costos operativos (proveedores).

Operar en pooles no es nuevo. Asi como los grupos de siembra y los pooles
de energia son frecuentes, ahora los pooles de mineria de criptomonedas estan
en auge. El problema de la compra y venta en grupos es la escalabilidad.

Al generar las herramientas matemaéticas adecuadas, es posible modelar una
plataforma informatica que facilite agregaciones a gran escala en ambos lados
del mercado. Este modelado, a través de objetos matematicos y la proposicion
de un algoritmo de asignacién entre ellos, ha sido el propdsito de este trabajo,
demostrando la viabilidad de construir este tipo de mercados bilaterales.

Adicionalmente, en este articulo se realizé una introduccién a la Teoria de
pooles o agrupamientos, delineada mediante el modelado matemaético de los
pooles de compras y ventas en entornos mercantiles cooperativos, y la definicién
de un algebra de operaciones y emparejamientos entre diferentes pooles, til para
describir un mercado digital para compras y ventas cooperativas.

Por tanto, el otro objetivo de este articulo ha sido brindar al lector una
inmersion a la Teoria de Pooles, con lo que nace un campo de estudio que tiene
aplicaciones en el modelado de mercados cooperativos, pooles de siembra y
de mineria de criptomonedas; pero también en cualquier conformaciéon natural
(bacteriana, planetaria, etc.) en la que se describan clisteres de entidades,
donde el pardmetro p de la terna (4, ¢, p) puede representar un peso especifico
conjunto, un indicador descriptivo de la agrupacion, o un promedio ponderado.

Hemos proporcionado la formalizacion de un pool, considerandolo y definiéndolo
como un objeto matematico. Una vez creada la estructura, se han definido op-
eraciones entre pooles, como interseccién, unién, subconjunto, infimo, supremo
y complemento relativo, con las cuales hemos definido un Algebra de Pooles.

Aunque el universo ordenado de pooles se ha definido como una estructura
algebraica, es posible suponer que pueda representar estructuras de datos, es-
tructuras econémicas o estructuras naturales que se encuentran en la vida real.

De particular importancia es el estudio del comportamiento de los agru-
pamientos en los juegos de asignacion restringidos muchos-a-muchos en merca-
dos bilaterales reticulares. Es posible definir un mercado electrénico que asigne
o empareje grupos de compras con grupos de ventas para un producto especifico.

Los pooles y el cooperativismo van de la mano, y para estudiarlos, el foco
debe estar en el homomorfismo de emparejamiento entre pooles, que relaciona
pooles de compra con pooles de venta y preserva su estructura.

Consideramos que a través de este articulo se han sentado las bases matemaéticas
para la construccién de esta plataforma digital, y el posterior estudio de las in-
teracciones y propiedades matemédticas que surgen entre pooles.
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Aplicaciones de la Matematica y Fisica Matematica - Comunicacién

TEORIA DE AGRUPAMIENTOS Y ALGORITMOS DE ASIGNACION MUCHOS-A-MUCHOS EN
MERCADOS BILATERALES

Juan Marcos Tripolone
Universidad de Congreso, Argentina
juanmarcos418@profesores.ucongreso.edu.ar

Se pretende proponer un modelo matematico de emparejamientos muchos-a-muchos en mercados reticu-
lares, para resolver el problema de la compraventa simultdnea en forma cooperativa (grandes grupos de
pequenos compradores simultdneos del mismo bien en la misma ubicacién, y grandes grupos de pequenos
proveedores que deben agruparse para cubrir transacciones de mucho volumen) a través de un mercado
bilateral.

Modelo resumido:

B = {bl, sy by, ,bn} 1 b = (qbﬂpbi?tbi) Viel= {1, ,n}
S ={S1,.0sSiy ey Sm} 1 Si = (s;s D55, ts;) Vie T ={1,....,m}
P := Plataforma de asignaciones bilaterales

XCBxS

((B7QBapB)a (Saq57p5)aP7X> =

Conjunto de asignaciones posibles:

X ={z1, ., iy ey Tn} 2 = (bj, s6) € X & py, > s,

[ X[ <[B]-|5]

Condiciones de ordenamiento para preasignaciones entre compradores y vendedores:

Ordp = {{bl""’biﬂ"wbn} t b= (qbi7pbi7tbi)/(pbi < pbi+1) v [(pbi = pbi+1) A (qbi > qb¢+1)] v [(pbi =
pbi+1) A (Qbi = Qbi+1) A (tbi < tbi+1)] Vi€ I} Ords = {{517---75i>~-'75n} L8 = (QSppsiatsz‘)/(psi <
p81'+1) v [(psi = p81'+1) A (qsi > q5i+l)] v [(psi = p5i+1) N (qSi > qsi+1) A (tsi < t5i+1)] Vie I}

Conjunto de agentes no asignados:

U= X¢ = {(bz, @), (@, Sj)}

Condiciones y restricciones cuantitativas:
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4B—s < qs
dB—S < qB

s = quj = Z Gs;y T Gs;p,)
] 1
‘]B—Z% Z biy + i)

i=1
qux(bi) = sy < QS]'\V/ b; € Sbi

Gs;, = quj ),bi € Sp,

=3 s € B
j=1
Qs; (bi) = Qoi (s;) (simetria )
Usjp, = ds; — dsjy
bip, = bo; = by
Qsj, = ds;»9sj, = 0« (o, Sj) clU
b, = Qo o;,, =0 (b, 2) €U
n

m

qB—}S = qulX = ZquX

i=1 j=1
Conjunto de agentes parcialmente asignados:
P={bi:q,, <ab,s;: qs, <Js;}
Condiciones y restricciones de precios:
Do, =Py, ¥V bi € B
Ps; < ijv sj € S
b; € By, & Dby = Psjy
Sj e Sbl' ¢>>ijX S pbiX
Precio promedio de asignacion para un comprador:

Zpij QS]X( i)

Db, = (1
b, M

X
Precio promedio de asignacién para un vendedor:

ZprX (s5) (SJ)

Ps, = (2)

quX

QR :

PR =

Precio promedio general al cierre de operaciones:

n m
Zpbix “qb; Zpij sy
_ =

—
PB—S = - - (3)
dB—S 4B—S

Las tecnologias de la informacién y la comunicacién han hecho posible y escalable la cooperativizacion
en las economias digitales. Es natural que los pequefios agentes econémicos se agrupen para formar un
cluster o consorcio (aqui denominado “pool”, para aclarar la naturaleza efimera de este asociativismo no
perenne, sino circunstancial), en la inteligencia de interactuar conjuntamente en un mercado definido. Se
procura probar la existencia de un algebra subyacente que modela y delinea un grupo de compradores
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o vendedores como un objeto matemaéatico y define operaciones entre estos agrupamientos de agentes.
Dichas operaciones se encuentran circunscriptas dentro de un algebra de agrupaciones, constituyendo
asi un conjunto de propiedades y leyes dentro de este espacio algebraico, que denominaremos “Teoria de
agrupamientos” o “Teoria de pooles”.
Definicion formal del objeto pool:
A ={a1,a9,....,an} : a; es un agente de (A,q,p)VielI=1{1,2,...,n}
n

(A,q,p) =4 q= Z qi : q; := cantidad individual requerida/ofrecida por el agente i;q € N.
i=1
p := precio al cual los agentes estan dispuestos a comprar /vender un bien;p € Rt.
El pool vacio:

A=0
op=(A,q,p):{ =0
p=20
Unién de dos pooles:
A U Ay
a1+ q

A A =
( laqlvpl) U ( 27QQap2) p= max<p1,p2) 4 pool de venta v

p = min(p1,p2) ¥V pool de compra
Union de varios pooles:

U
i=1
i=1

i=1
p = mazj_;(p;) ¥ pool de venta ¥
| p=min;_(pi) V pool de compra

Interseccion de pooles:

N
i=1

n n
n > qivica; € ()(Ai i pi)
(A, gi,pi) = ! =1 n
i=1 p=max;_;(p;) Vi:a; € ﬂ(Ai, i, i), V pool de venta ¥

i=1
n
p=min;_(p;) Vi:a; € ﬂ(Ai, i, pi), V pool de compra
\ i=1
Complemento relativo entre pooles:

AN A2
(A1, q1,p1)\(A2,92,p2) = ¢ @1 — @
b1

Subconjunto de un pool:
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(A1,q1,p1), (A2, g2, p2) ambos pooles de compra o venta.
Ay C Ay

(A1,q1,m) € (A2,¢2,p2) & { @1 < @2
p1 < p2 < (A1,q1,p01), (A2, g2, p2) son pooles de venta Y
p1 > p2 < (A1,q1,01), (A2, g2, p2) son pooles de compra

Infimo cardinal:

(A1,q1,p1) A (A2,q2,p2) = (A1, q1,p1) & |A1] < |Ag]
Supremo cardinal:

(A1, q1,01) Vi (A2, q2,p2) = (A1, q1,p1) & |A1] > |As]

Infimo cuantitativo:

(A1,q1,p1) Ng (A2,q2,p2) = (A1,q1,p1) & @1 < @2
Supremo cuantitativo:

(A1,q1,p1) Vq (A2,q2,p2) = (A1,q1,p1) & @1 > ¢2
Infimo de precios:

(A1,q1,p1) Np (A2, q2,p2) = (A1,q1,p1) © p1 < p2
Supremo de precios:

(A1, q1,p) Vp (A2, q2,p2) = (A1, q1,p1) < p1 2 p2

El algebra de pooles:

(X ={(A,q,p) : A={a1,...,an},g e N,p € R}, U,N,\, C, Vg, A, Vg, Agy Vips Ap, Dp)

Los juegos de asignacién en la cadena de subcontrataciéon internacional de servicios también se pueden
modelar como un problema de coincidencia muchos-a-muchos entre agentes agrupados. La cadena de valor
global tiene como objetivo capilarizar los procesos de bisqueda y subcontratacién del talento (deslocal-
izacién y subcontratacién de personal) y, al mismo tiempo, tercerizar los riesgos hacia abajo en la cadena.
Estos riesgos incluyen la desactivacién del contrato, el despido brusco de un determinado trabajador (por
mal desempeno o por una nueva oferta laboral) entre otros, lo que motiva a la cadena de subcontratacién
a crecer indefinidamente. Se procura abordar este problema matematicamente desde los Juegos de Asig-
nacién y los conjuntos ordenados, con el fin de estudiar el esquema de contratacién en grandes cadenas
de contratistas.

La cadena de contratistas desde la 6ptica de la teoria de conjuntos:

Dx ={dy,,dyy,....ds,} €D (#Dx =d)

Cx ={dy,,dyys o dpys Cay s Cagy ooy Ca . } € C

(Cx € p(C),#Cx =#D +c=d+c)

Bx ={dg,,day, s duyys Cayy Cags ooy Capy Dzy s Uy s ooy by } © B

(Bx € p(B),#Bx =#D+#C +b=d+c+b)

X ={dy,,dpy, .y day, Coy s Cany ooy Capy by s bagy ooy by s 1, X2, 2} C A

(X epA), #X =#D+#C+#B+r=d+c+b+r)

 (p(A),C): Dx CCx CBx C X C A

Modelado de una sola cadena de contrataciéon directa:

Ap = 'Empresa contratante’ = {ag1, a2, ..., G0z, Q115 Q12 -y A1p, 21, A22, -+, A2p,

A31,A32, .-y A3cy cevy A1y, Ay «vvy anm}

Ay = 'Contratista directo (1-contratista)’ = {a11,a12, ..., a1p, a21, age, ..., agp,

A31, A32, «y A3cy «vy A1y A2y vy A, |

Ay = 'Subcontratista (2-contratista)’ = {az21, ag2, ..., a2, a31, A32, .., A3y oy Anls An2y vy Apm

As = 'Sub-subcontratista (3-contratista)’ = {ag1, @32, .., 43¢y -y Anl, An2s ooy A +
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A, = 'Sub-...-subcontratista (n-contratista) = {an1,an2, ..., Gnm}
Cadena de contratacion simple:

AnCAp 1 C..CAC..CA3C A CACAViel={12...,n}
ApUA, qULLUA UL UA3UAUA =AgViel={1,2,...,n}

El operador contractual y el algebra de contrataciones:

A B,CCX =

(i) A— B,B— C = A~ C (transitividad)

ii) A— B < B — A (simetria)

iii) (A= B) = C = A~ (B C) (asociatividad)
iv) A+ A (reflexividad)

v) VX,VAC X,31: A— 1= A (elemento neutro)

El objetivo de esta algebrizacion es representar mateméticamente estos problemas, para estudiar e in-
terpretar mejor las asignaciones en las cadenas contractuales de servicios muy largas, o bien, encontrar
asignaciones 6ptimas y estables entre compradores y vendedores concurrentes de un mismo producto,
agrupados en un mercado bilateral comun.
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