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RESUMO

Este trabalho tem como objectivo elaborar um conjunto de exercicios que envolvem equacgdes
do plano e suas representacfes graficas. Procurou responder a pergunta cientifica, como
contribuir no desenvolvimento das habilidades dos alunos da 112 Classe do Liceu do Sanza
Pombo na determinacgdo de equacdes do plano e suas representacdes gréaficas? Esta dirigido na
resolucdo de exercicios que envolvem equacdes do plano aos alunos da 112 Classe do Liceu
do Sanza Pombo. Para o desenvolvimento deste trabalho, apoiou-se em alguns métodos de
niveis tedricos, empiricos e estatistico matematico. O suporte tedrico em que o trabalho se
baseou foi a revisdo bibliogréfica feita no programa e em varios manuais de Matemaética e
outros. Este trabalho estd estruturado em trés capitulos e uma parte final que integra as
conclus@es, sugestdes, referéncias bibliograficas e apéndices. Um pré-teste aplicado aos
alunos demonstrou que havia insuficiéncias significativas na compreensdo do assunto
abordado. Apo6s a aplicacdo do conjunto de exercicios acompanhados com o algoritmo de
trabalho, foi necessario aplicar-se um pds-teste que revelou que houve melhorias
significativas dos resultados obtidos em termos de compreenséo do assunto abordado. Para o
seguimento deste, utilizou-se a Norma APA (62 edi¢do) para apresentar as citacbes e as
referéncias bibliograficas. Para verificar a eficicia da intervencdo deste trabalho e a
consequente comprovacdo da ideia a defender, realizou-se uma analise comparativa dos
resultados obtidos nos testes aplicados, isto é, pré-teste e pds-teste onde notou-se resultados
satisfatorios no pds-teste, o que permitiu aferir as conclusdes da presente pesquisa.

Palavras-chave: Conjunto de exercicios. Equacdes do plano. Representacdo gréafica.






ABSTRACT

This work aims to elaborate a set of exercises that involve plane equations and their graphical
representations. It tried to answer the scientific question, how to contribute to the
development of the skills of students in the 11th grade of the Liceu do Sanza Pombo in the
determination of plane equations and their graphical representations? It is aimed at solving
exercises that involve equations of the plan for students from the 11th grade of Liceu do
Sanza Pombo. For the development of this work, it was based on some methods of theoretical,
empirical and mathematical statistical levels. The theoretical support on which the work was
based was the bibliographic review carried out in the program and in several Mathematics
manuals and others. This work is divided into three chapters and a final part that includes
conclusions, suggestions, bibliographical references and appendices. A pre-test applied to the
students showed that there were significant insufficiencies in understanding the subject
covered. After applying the set of exercises followed up with the work algorithm, it was
necessary to apply a post-test that revealed that there were significant improvements in the
results obtained in terms of understanding the topic addressed. To follow up on this, the APA
Standard (6th edition) was used to present the citations and bibliographic references. To
verify the effectiveness of the intervention in this work and the consequent proof of the idea
to be defended, a comparative analysis of the results obtained in the applied tests was carried
out, that is, pre-test and post-test where satisfactory results were noted in the post-test , which
allowed us to assess the conclusions of this research.

Keywords: Set of exercises. Plan equations. Graphic representation.
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INTRODUCAO
O homem sujeito da histdria, conseguiu com o seu trabalho chegar ao actual desenvolvimento
tecnoldgico. Esse desenvolvimento fez com que o homem tomasse consciéncia de suas

potencialidades e com sua inteligéncia e trabalho participa da evolugdo do mundo.

No decorrer do tempo 0 homem encontra-se com varios tipos de problemas e uma maneira de
tentar solucionar seus problemas é através do conhecimento dos quais 0 mais importante é o

conhecimento cientifico.

Dai a necessidade do desenvolvimento das questBes relativas ao ensino das equacfes do
plano e suas representacGes graficas, permitindo uma maior aproximacéo entre a Matematica
e a realidade, porque quando se fala da equagdo do plano e sua representacdo grafica muitas

das vezes os alunos ficam sem ideia.

1- APRESENTACAO E DELIMITACAO DO TEMA
O trabalho que se desenvolveu tem como tema: “Conjuntos de exercicios envolvendo
equacdes do plano e suas representactes graficas na 11* Classe” no Liceu do Municipio

de Sanza Pombo.

O tema escolhido, é um assunto que gera muitas dificuldades durante as aulas para 0s poucos
professores que o ensinam e que aparece com frequéncia na resolucdo de muitos problemas
em Matematica e Geometria Descritiva (representacdo grafica de plano a partir de projeccdes

de planos) associando as expressdes analitica com as representacdes graficas.

O trabalho que se desenvolveu, esta estruturado com uma introducgdo, trés (3) capitulos,

conclusdo, sugestdes, referéncias bibliograficas e apéndices.

No primeiro capitulo tratou-se da fundamentacdo teorica, onde fez-se uma abordagem teérica

dos contetdos que deram sustentabilidade da pesquisa em causa.

No segundo capitulo, apresentou-se um conjunto de exercicios envolvendo equacgdes de
plano e suas representacdes graficas com 0s passos que ajudaram a sua resolucdo analitica e

gréafica.

No terceiro capitulo fez-se o tratamento dos dados que foram recolhidos depois da aplicacéo

do pre-teste (antes das aulas) e no pds-teste (depois das aulas envolvendo os critérios



utilizados no segundo capitulo) que serviu para apurar a validez e a eficacia deste trabalho

pesquisado.

O contetido que fala sobre equacdo do plano e sua representacdo grafica € um assunto
matematico que consta no programa da 112 Classe das escolas do Il Ciclo (Liceu), na opcao
de Ciéncias Fisicas e Bioldgica na Unidade I1- Produto Escalar de dois vectores no plano e no
espaco. Perpendiculares de Vectores e rectas. Interseccdo de planos e rectas no plano. Assim,
a esta pesquisa esta delimitada apenas nos os exercicios que envolvem equacdes do plano e

sua representacdo grafica aos alunos da 112 Classe do Liceu do Sanza Pombo.

2- PROBLEMA CIENTIFICO
Tendo em conta a contradi¢do que possa existir entre o estado actual e o que se desejou para a
melhoria do processo de ensino e aprendizagem do assunto que se pesquisou, levantamos o

seguinte problema cientifico:

v" Como contribuir no desenvolvimento das habilidades dos alunos da 112 Classe do
Liceu do Sanza Pombo na determinacdo de equagdes do plano e suas
representacdes gréaficas?

3- IDEIA A DEFENDER
O trabalho que se desenvolveu faz parte de um ramo da Matematica (Geometria Analitica)
que tem-se lecionado no Ensino Médio e Superior, e que tem ajudado bastante no
desenvolvimento das capacidades cognitivas dos alunos na resolucao de varios problemas da
vida. Mas tendo em conta as dificuldades, falta de habilidades dos alunos e falta de um
tratamento metodoldgico no manual do aluno nesta area do saber, entdo, defendeu-se a

seguinte ideia:

v" A elaboracdo de um conjunto de exercicios envolvendo as equacdes do plano e
suas representacdes graficas com passos bem detalhados que possam facilitar o
processo de ensino-aprendizagem, contribui no desenvolvimento das habilidades
dos alunos da 112 Classe do Liceu do Sanza Pombo.

4- JUSTIFICATIVA
Um dos grandes propositos como estudantes universitarios e professor de Matematica, é fazer

investigacOes dos problemas que afligem a mesma area do conhecimento e posteriormente



trabalhar para minimiza-los de modo que se melhore o processo de ensino-aprendizagem.
Claro que isso s6 é possivel se o processo de minimizacéo das dificuldades comecar da base
para o topo e as entidades superiores ouvirem dos agentes de Educacao.

Tendo em conta o relatado acima sobre o estudo que se investigou, identificou-se o seguinte:

v" O manual elaborado para o aluno (10? Classe) apresenta algumas equacdes do plano
em forma de condig¢des, mas ndo apresenta procedimento para a obtencdo da mesma;

v" O manual da 10? Classe apresenta representacao grafica de um plano, mas nédo existe
o0s procedimentos para sua representacao;

v" O manual da 10? Classe apresenta equacdes do plano de forma reduzida, ou seja, do
tipox =2,y=2ez=—-1eumadotipo2x —4y+ 1 =0.

v" O manual da 112 Classe ndo apresenta contetdo relacionado com o tema;

v’ Falta de um tratamento metodolégico adequado da unidade em estudo no manual do

aluno.

Assim, 0s manuais destas classes ndo tendo tratado deste assunto metodologicamente, trazem
algumas dificuldades que possam criar desvios em termos de formacdo de competéncias dos
alunos. Por isso, destacamos as seguintes insuficiéncias que se possa verificar no processo de

ensino e aprendizagem deste contetdo de ensino:

v Desconhecimento por parte dos alunos na determinacdo da equacdo do plano e sua
representacdo gréafica.
v 36,4% alunos ndo conseguem identificar a equacdo de um plano.

Com base a estas razbes relacionadas com os manuais e as dificuldades que os alunos
apresentaram no processo de ensino e aprendizagem deste assunto, surgiu a necessidade de
abordar este assunto em que se pensa com ele ajudar os alunos e alguns professores que
trabalham com os alunos deste nivel de ensino na administracdo do contetdo sobre 0 nosso

tema.
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5- OBJECTIVOS
v" Objectivo Geral

Elaborar um conjunto de exercicios que envolvem equacgdes do plano e suas representacdes
graficas, para contribuir no desenvolvimento das habilidades dos alunos da 112 Classe do
Liceu do Sanza Pombo.
v Objectivos especificos
1. Fundamentar teoricamente o0s elementos essenciais para 0 processo de ensino e
aprendizagem das equacbes do plano e suas representagdes gréaficas no Liceu do
Sanza Pombo;
2. Diagnosticar o estado actual do processo de ensino e aprendizagem das equacdes do
plano e suas representacdes gréficas no Liceu do Sanza Pombo;
3. Determinar os procedimentos para obtencdo da equacdo do plano e sua representacédo
gréafica no Liceu do Sanza Pombo;
4. Avaliar o impacto do conjunto de exercicios das equacGes do plano e suas
representacdes gréficas no Liceu do Sanza Pombo.
6- OBJECTO DE INVESTIGACAO
O trabalho teve como objecto de investigagdo: processo de ensino e aprendizagem da

Matematica na 112 Classe no Liceu do Sanza Pombo.

7- CAMPO DE ACCAO
Processo de ensino e aprendizagem das equacfes do plano e sua representacdo grafica nos
alunos da 112 Classe do Liceu do Sanza Pombo.
8- TAREFAS DE INVESTIGAC}AO
1. Fundamentos tedricos sobre os elementos essenciais para 0 processo de ensino e
aprendizagem das equacbes do plano e suas representacfes graficas no Liceu do
Sanza Pombo;
2. Diagnostico do estado actual do processo de ensino e aprendizagem das equagdes do
plano e suas representacdes graficas no Liceu do Sanza Pombo;
3. Determinagcdo dos procedimentos para obtencdo da equacdo do plano e sua

representacdo grafica no Liceu do Sanza Pombo;
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4. Avaliacdo do impacto do conjunto de exercicios das equagdes do plano e suas

representacOes gréficas no Liceu do Sanza Pombo.

9- METODOLOGIA

O termo metodologia significa estudo do método. Todavia, dependendo de sua utilizacdo, a
palavra metodologia tem dois significados totalmente distintos:

“Ramo da Pedagogia, cuja preocupacdo € o estudo dos métodos mais adequados para a
transmisséo do conhecimento” (ZANELLA, 2013, p. 22).

“Ramo da metodologia cientifica e da pesquisa, que se ocupa do estudo analitico e critico dos
métodos de investigagdo” (ZANELLA, 2013, p. 22).

Metodologia: Estuda, descreve os métodos, explica, interpreta, compreende e avalia.
“Método: Forma ordenada de procede r ao longo de um caminho. Conjunto de processos ou

fases empregadas na investigagao, na busca do conhecimento” (ZANELLA, 2013, p. 26)

Para a realizagdo desta pesquisa e para concretizacdo dos objectivos, trabalhamos com 0s

seguintes métodos:

v METODOS DE NIVEL TEORICO

Entre os métodos de nivel tedrico a nossa pesquisa guiou-se pelos seguintes métodos:

Consulta Bibliogréafica: Este método permitiu fazer um estudo profundo das referéncias
bibliograficas que sustentaram o conjunto de exercicios que envolvem equacdes do plano e

sua representacao grafica.

Historico-Logico: Este método utilizou-se para analisar a evolucdo historica sobre o plano e

sua representacdo gréafica.

Andlise e sintese: Permitiu o estudo de Bibliografias e a extrac¢do de ideias principais que

serviram de apoio para este trabalho de investigagao.

v' METODOS DE NIVEL EMPIRICO

Entre os métodos de nivel empirico, nos apropriamos dos seguintes:
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Observacao: Este método estava presente em todo 0 processo de pesquisa e com mais énfase
na sala de aula, possibilitou constatar na prética a aprendizagem dos alunos, e o estado actual
dos conhecimentos e habilidades que possuem quanto a tematica em abordagem.

Inquérito: Consistiu na aplicagdo de um questionario que nos permitiu encontrar as
principais dificuldades que os alunos da 112 Classe do Liceu do Sanza Pombo apresentam no

estudo da equacdo do plano e suas representacdes graficas

v' Meétodo Estatistico Matematico
Permitiu analisar as informacdes colhidas podendo para o efeito, agrupar, organizar, sintetizar

os dados em diferentes quadros bem como a sua representacao grafica. Para tal, usou-se:

Anédlise percentual: Se utilizou na quantificacdo e no processamento dos dados obtidos, o
que possibilitou fazermos a interpretacdo apds a aplicacdo do pré-teste e o pos-teste em

quadros e graficos.

v' POPULACAO E AMOSTRA
O trabalho foi desenvolvido com uma populagéo igual a amostra de 22 alunos da 112 Classe

da Especialidade de Ciéncias Fisicas e Bioldgicas do Liceu do Municipio do Sanza Pombo.

v' TIPO DE AMOSTRAGEM

Amostragem € a técnica utilizada para se obter uma amostra. No nosso trabalho utilizaou-se a
amostragem ndo probalistica, isto &, por tipicidade ou intencional.

Amostragem ndo probabilistica: “A sele¢do da amostra depende do julgamento do
pesquisador. Ha uma escolha deliberada dos elementos para compor a amostra” (MAYER,
n.d., p. 26).
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CAPITULO I- FUNDAMENTAGAO TEORICA SOBRE EQUACAO DO PLANO E
SUA REPRESENTACAO GRAFICA

Neste capitulo se introduz as nogdes sobre pontos e vectores no espaco tridimensional. Em
primeiro lugar, se aborda como determinar um ponto no espaco, tipos de pontos, definicdo de
vectores, tipos de vectores, produto escalar, produto vectorial e produto misto, pois sem esses
elementos ndo é possivel falar do assunto com muita segurangca. Em seguida, vé-se como

determinar a equacdo de um plano e representar graficamente, que é o foco desta pesquisa.

1.0-  Abordagem historica

A mais conspicua obra de Euclides (c. 325 - ¢. 265 a.C.), Os Elementos (c. 300 a.C.) constitui
0 mais notavel compéndio de matematica de todos os tempos, com mais de mil edi¢cdes desde
0 advento da imprensa (a primeira versdo impressa de apareceu em Veneza em 1482).
(VENTURA, 2015, pp. 13-14)

Pouco se sabe sobre a vida de Euclides. Ele foi professor do Museu em Alexandria, e

provavelmente sua formacdo matematica tenha se dado na escola platdnica de Atenas.

Na geometria Euclidiana os conceitos primitivos sdo 0s conceitos de ponto, recta, plano e

espagco.

Para RABELLO (2005, p. 5), “um conceito primitivo exprime a nogdo sobre algo que

dispensa defini¢do sob o ponto de vista geométrico”.

Explicar cada um destes conceitos ndo € tarefa facil, pois temos apenas nog¢Ges primitivas

sobre esses elementos, ou seja, ndo existe uma defini¢do precisa para eles.

O ponto é a base da geometria, uma vez que, a partir de conjuntos de pontos, quaisquer

figuras podem ser formadas.
Para GOMES (2008, p. 3):

Um ponto ndo tem dimensdo e é representado por uma letra maiuscula (A, B, C, ...). Uma

recta tem uma dimensdo e é representada por uma letra minuscula (r,s;t, ...).
Um plano tem duas dimensdes e é representado por uma letra grega maiuscula («, 8, 9, ...)

Formalmente, representamos pontos por um pingo (como o da letra i).
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Podemos notar que, por mais que possa ser caracterizada, uma recta ndo pode ser definida,

pois 0s pontos que a configuram também nao podem.

Também ndo hé definigdo para plano. Entretanto, podemos estudar sua formagdo e algumas

das suas caracteristicas.

Podemos entender o plano pelo enfileiramento de infinitas rectas, ou seja, o plano é o

conjunto infinito e ilimitado de rectas.

Sobre os planos € possivel desenhar figuras que possuem comprimento e largura, por isso, ele
é bidimensional. E dentro dos planos que se constituem os poligonos (figuras geométricas de

trés ou mais lados), como triangulos, quadrados, e etc.

E impossivel desenhar qualquer objecto que possua profundidade, a ndo ser em perspectiva,

sobre um plano.

O plano é um conceito que se estuda na Geometria e para desenvolvermos esta disciplina
necessitamos ndo s6 dos conceitos primitivos como também de postulados ou axiomas e

teoremas.

Segundo SCHOR e TIZZIOTTI (1975, p. 167), Postulados: sdo proposi¢cGes que nao se
demostram e que se servem de base para o desenvolvimento de uma teoria.

Para SCHOR e TIZZIOTTI (1975, p. 167), Teorema: sdo proposi¢cbes demonstraveis que
complementam o desenvolvimento da teoria.

O espaco € o lugar onde é possivel medir comprimento, largura e profundidade. Sendo
assim, o espaco permite a criacdo de objectos tridimensionais. Ele € infinito e ilimitado para

todas as direc¢oes.

A Geometria Analitica foi desenvolvida durante o século XVII por René Descartes (1596-
1650), filésofo, fisico, advogado e matematico francés, autor da méaxima “Penso, logo
existo”. Sua obra foi exposta em seu livro La Géometrie, que introduziu a algebra no estudo
da geometria e vice-versa, criando a geometria com coordenadas. Seus estudos foram tdo
significativos que a palavra cartesiano é uma homenagem ao seu nome, pois Descartes, em

latim, é Cartesius.
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“Um dos objetivos da Geometria Analitica é determinar a reta que representa uma certa
equacédo ou obter a equacdo de uma reta dada, estabelecendo uma relacéo entre a geometria e
a algebra” (BOSQUILHA, CORREA, & VIVEIRO, 2003, p. 306).

A Geometria Analitica introduzida por Pierre de Fermat e René Descartes, por volta de 1636,
foi muito importante para o desenvolvimento da Matematica. Através da representacdo de
pontos da recta por nimeros reais, pontos do plano por pares ordenados de nimeros reais e
pontos do espaco por ternos ordenados de numeros reais, curvas no plano e superficies no
espaco podem ser descritas por meio de equacdes, tornando possivel tratar algebricamente
muitos problemas geométricos e, reciprocamente, interpretar de forma geométrica diversas
questdes algébricas (FRENSEL & DELGADO, 2011, p. 1).

“A Geometria Analitica é um ramo da Matematica que estuda o lugar geometrico dos pontos
do plano ou do espacgo utilizando os principios da Algebra” (FREITAS & NASCIMENTO,
nd., p.7).

Os sistemas de coordenadas se constituem no principio fundamental para o tratamento das
equacdes que descrevem lugares geométricos. Comumente, o de coordenadas cartesianas é
utilizado para estabelecer a relacdo entre as equacdes e os graficos de uma reta, de um plano,

ou de lugares geométricos notaveis.

A relacdo equacdo algébrica versus representacdo grafica se constitui em um dos principais

fatores estudados em Geometria Analitica e especialmente no nosso trabalho.

1.1-  Sistema de coordenadas no espaco tridimensional
Em Geometria Analitica plana as equacdes contém duas variaveis. Na espacial, trés variaveis.

Nesta se exige maior esforco de visualizacdo das figuras.

O Conjunto de pontos do espaco tridimensional sera indicado por E3. (VENTURA, 2015, p.
51).

Sejam X, y e z trés rectas orientadas mutuamente perpendiculares entre si e concorrentes no
ponto O.

Principais elementos, segundo VENTURA (2015, p. 51)

» Ponto O: € a origem do sistema cartesiano
» Rectas orientadas: Eixos cartesianos

» Planos xy, xz, yz: Planos cartesianos
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Serdo considerados, eixo das abcissas (eixo dos xx). Eixo das ordenadas (eixo dos yy) e o

eixo das cotas (eixo dos zz).

A cada ponto P no espago associamos um terno de numeros reais (x,y,z), chamado de
coordenadas do ponto P como segue SANTOS (2012, p. 145).

* Trace uma reta paralela ao eixo z, passando por P;

A interseccao da reta paralela ao eixo z, passando por P, com o plano xy é o ponto B. As
coordenadas de B, (x,y) no sistema de coordenadas xy sdo as duas primeiras coordenadas
de P.

* A terceira coordenada ¢ igual ao comprimento do segmento PB, se P estiver acima do
plano xy e ao comprimento do segmento PB, com o sinal negativo, se P estiver abaixo do

plano xy.

Figura 1 Localizacdo de um ponto no espaco

Fonte: Proprio autor

Na figura acima podemos notar que:
04 = x E aabcissa do ponto P
0C = y E aordenada do ponto P
BP = z E a cota do ponto P
Pelo que x,y, z sdo as coordenadas do ponto P, escrevendo-se por P(x, y, z)

Particularidades segundo VENTURA (2015, p. 52):
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a) 0=(0,0,0): Origem do sistema cartesiano

b) P1=B= (x,y,0), P2=(x,0,z),P3= (0,y,z) representam as projec¢les ortogonais do
ponto P sobre os planos coordenados xy, xz, yz.

c) A= (x,00),C=(0,y,0),D =(0,0,z) Representam as projec¢bes ortogonais do

ponto P sobre os eixos coordenados x, y e z.
d) N&o sendo os eixos mutuamente perpendiculares temos um sistema de coordenadas

obliquas.

Exemplo: Representar no sistema de coordenadas tridimensional o Ponto P (2,4, 5).

Resolucéo
Temos o ponto P(2,4,5)

Tracemos o sistema cartesiano tridimensional e nele teremos o ponto P, temos:

Figura 2 Localizacdo do ponto P(2,4,5)

44

34

21 (2,4, 5)

I
11 1
) I !/a,.(n,rpn)
N Y
o w”

_______ P(2,4,0)

3 (2,0, 0)
a

Fonte: Préprio autor

Para SANTOS (2012, p. 147), as coordenadas de um ponto P sdo determinadas também da
maneira dada a seguir:

1. Passe trés planos por P paralelos aos planos coordenados.

2. A interseccdo do plano paralelo ao plano xy passando por P, com 0 eixo z determina a

coordenada z.
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3. Aintersecc¢do do plano paralelo ao plano xz, passando por P, com o eixo y determina
a coordenada y
4. A interseccdo do plano paralelo ao plano yz, passando por P, com 0 eixo X determina

a coordenada x.
1.2- Pontos Colineares

“Dois ou mais pontos sdo colineares se pertencem a uma mesma recta” (FREITAS &
NASCIMENTO, n.d., p. 72).

Por analogia de vectores paralelos, dados pontos A, B e C, dizemos que 0s pontos sdo

colineares se e somente se AB = kAC onde k € R.

Exemplo: Dados os pontos A(3,1,5), B(2,0,1) e C(4,2,9), provar que A, B e C s&o colineares;
Resolucéo

A(3,1,5), B(2,0,1) e C (4,2,9

Dada a recta abaixo

Figura 3 Pontos colineares

. L
X Jz] C
Fonte: Proprio autor

Notemos que os segmentos AB || AC e AB = kAC
AB=B-A=(-1-1-4)
AC =C—A = (1,1,4)

-1 -1 —4
—=T=5,-=-"1=K, logo podemos escrever

AB = —1(AC) : Concluimos que A, B e C sdo colineares.

Assim, estamos prontos para utilizarmos um sistema de coordenadas cartesianas também nas

operagOes de vetores no espaco.
1.3- Vectores no Espaco

O conceito de vector surgiu na Mecénica com o0 engenheiro flamengo Simon Stevin o
Arquimedes holandés. Em 1586 apresentou, em sua Estatica e Hidrostatica, o problema de
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composicdo de forgas e enunciou uma regra empirica para se achar a soma de duas forcas
aplicadas num mesmo ponto. Tal regra, que é conhecida como a regra do paralelogramo. Os
vectores aparecem considerados como linhas dirigidas na obra Ensaio sobre a Representacédo
da Direccdo, publicada em 1797 por Gaspar Wessel, matematico dinamarqués. A
sistematizacdo da teoria vectorial ocorreu no século XIX com os trabalhos do irlandés Willam
Hamilton (notavelmente precoce: aos 5 anos Lia grego latim hebraico), do alemdo Herman
Grassimann e do fisico norte americano Josiah Gibbs (VENTURA, 2015, p. 64).

Certas grandezas fisicas ficam determinadas apenas por um ndmero real, acompanhado pela
unidade correspondente. Outras grandezas necessitam além do nimero real, também de uma
direcéo e de um sentido.

1.3.1. Definic¢0es, etimologia e notactes
Defini¢do: Segundo SANTOS (n.d., p. 8) “A um segmento orientado AB de origem em A,
extremidade B, que se conhece a direcdo, o sentido e o comprimento (modulo ou norma) da-

se 0 nome de vector”.

1.3.1.1- Etimologia da palavra vector

Segundo VENTURA (2015, p. 65) “a palavra vector provém do verbo latino vehere:
transportar, levar, Vector € o participio passado de vehere, significando transportado, levado.
Apesar de primitiva e até bizarra, a palavra vector é pertinente: O ponto O é transportado até
P”.

1.3.1.2- Notagdes de vector

A notacdo de vectores nesta pesquisa, ilustra-se de trés maneiras, como (VENTURA, 2015,

pp. 65-66) representa:

I.  Uma letra latina mindscula acima por uma seta.

I1l.  Dois pontos que s&o a origem e a extremidade de um vector.

Exemplos: A soma do ponto A com o vector £ é o ponto B.
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Figura 4 Vector

Fonte: Proprio autor

Onde A é a origem e B é a extremidade do vector.

Esta notacdo € assaz vantajosa pelas aplicacbes das operacOes algébricas e é devido ao

matematico alem&o H. Gassmann (1809-1877). Também bastante usual a notacio ¢ = AB,
IV.  Uma terna ordenada de nameros reais t = (x,y, z);
Onde x, y e z sd0 componentes do vector £.
Exemplo: £ = (1,5,4)
Figura 5 Representagdo do vector no espago

= A
«’17,_ _____________ »

-
-
- -~

-8 —-—-—-—-——-—----= e
27

H-

F
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

_
\
e A

\

Fonte 1: Proprio autor

Nota: Usualmente, quando ja estiver no sistema de coordenadas, o representante do vector €

aquele cuja origem coincida com a origem do sistema.
1.3.2- Tipos de Vectores

Modulo de um Vector: “E o nimero ndo negativo que indica o comprimento do vector”.
(VENTURA, 2015, p. 66).
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Exemplo:
Figura 6 Modulo de um vector

[ = Entaowl=6

Fonte: Proprio autor, 2021.

Vector Nulo: E o vector de direcdo e sentido arbitrarios, e modulo igual a zero. O vector
nulo tem coordenadas (0,0,0) e sua representacdo grafica é a origem do sistema de
coordenadas (VENTURA, 2015, p. 66)

Vector Unitario: E o vector de modulo igual a 1 (VENTURA, 2015, p. 67). 191 = 1
Versor

O versor de um vector ¥ ndo nulo, é o vector unitario que tem a mesma direcdo e 0 mesmo

sentido de v.

Vector Oposto: “Dado um vector AB 0 Seu oposto é o vector BA e se representa por - BA. O

vector oposto de um vector v é representado por - " (VENTURA, 2015, p. 67).

Figura 7 Vectores Opostos

g

-

Fonte: Préprio autor

Vectores equipolentes: Para SANTOS (n.d., p. 8) “Ao conjunto de vectores com a mesma

direcdo, 0 mesmo sentido e 0 mesmo modulo, da-se 0 nome de vector equipolente”

Figura 8 Vectores equipolentes
(5
N
-

Fonte: Préorio autor
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Vector livre
Para SANTOS (n.d., p. 8) “A um vector elemento do conjunto de vectores equipolentes da-se

0 nome de vector livre”.
Base Ortonormada
[lustraremos as bases ortonormadas, como SANTOS (n.d., pp. 28-29) explica:

Consideremos sobre o0s eixos coordenados, no sentido positivo dos seus eixos 0s

vecotores &, J e k (vectores unitarios).
€ é o vector de componentes (1,0,0)

7 € o vector de componentes (0,1,0)
k é o vector de componentes (0,0,1)

Os vectores &, J e k sdo perpendiculares entre si e sdo unitarios.
Os trés vectores constituem uma base ortonormada

Figura 9 Base ortonormada

Fonte: Proprio autor

Notemosque i =X+ y + Z
Os vectores x e € sdo colineares;

Os vectores y e j sdo colineares;
Os vectores Z e k séo colineares;
OA=A—-0=X%=xécomx = Xl

OB=B—-0=y=yjcomy = |y

~
S
Il
o
I
S
Il
Ny
Il
N
=
[}
o
3
N
Il
=
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Logo o vector i algebricamente sera:

= xé+ yj+zkonde 18l = IJi = 1kl = 1

Segundo MIRANDA, GRISI e LUDOVICI (2015, p. 5):
Dois vectores 1 e v sdo ditos ortogonais, se um dos vectores for um vector nulo, ou se ao
escolhermos dois representantes para esses vectores que iniciam no mesmo ponto AB e AC
esses segmentos forem ortogonais, ou seja, se 0 angulo determinada por esses segmentos for

um angulo recto.

Figura 10 Vectores Ortogonais

Fonte: Préprio autor

Note gue, segundo a nossa defini¢do, o vector nulo 0 é o Unico vector paralelo e ortogonal a

qualquer outro vecto, e coplanar a qualquer parade vectores.
Vectores Paralelos

“Pelo teorema de paralelismo de vector obtemos 1 é paralelo a ¥ se, e somentese, existir um
ndmero real k talque v = ku" (VENTURA, 2015, p. 80)

Consideremos 4 = (x,y,z), v = (a,b,c),ou seja: (a,b,c) = k(x,y,z) explicitando

obtem-se a condi¢do de paralelismo dos vectores.

a b c
—_—= —_—= - = k
X Yy z
Figura 11 Vectores paralelos
| - .
= - —
i v=ku

Fonte: Préprio autor

Por convencdo: A nulidade de um dos denominadores implica na nulidade do

correspondente numerador.
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Vectores Coplanares:

Teorema: Para VENTURA (2015, p. 84): “O vector ¥ é coplanar aos vectores 11 € u2 (ndo

nulos e ndo paralelos entre si) se, e somente se: v = kiti1+kouz, sendo k1 e k2 escalares”

Trés vectores sdos coplanares se um deles for combinacdo linear dos outros dois vectores,

isto é, pertencendo (os trés vectores) a um mesmo plano 7 e o seu determinante é nulo.

Figura 12 Vectores coplanares

U
Ed
W

Fonte: Préprio autor
Exemplo: Dados os vectores u# = (1,3,0), v =(2,1,4) e w=(3,44) provar se sao
coplanares os trés vectores.
Resolucéo
u=1(130),7=(214),w=(344)

Para calcularmos o determinante vamos recorrer ao teorema de Pierre Simon Marquis de

Laplace.

Teorema: “O determinante de qualquer matriz quadrada M de ordem n € igual a soma dos
produtos dos elementos de uma fila pelos respectivos cofatores” (SCHOR & TIZZIOTTI,
1975, p. 130).

13 0
2 1 4/=0©1(4-16)-3(8-12)+0(8-3)=0 -12+12=00=0
3 4 4

Logo os vectores i, ¥ e w sdo coplanares



25

Igualdade entre Dois Vetores

Para, FREITAS e NASCIMENTO (n.d., p. 55) “Dois vetores sdo iguais se, e somente se, suas
coordenadas 0 sd0, ou seja, U = U © (ug, Uz, u3) = (V,U2,13) © UL= VU= V2eU3=

U3,
1.3.3- Operagdes com Vectores
Adicao entre vectores

“Dados dois vetores i = (u1,uz us) e v = (v1, vz, v3) definimos a adicdo da seguinte forma:
U+ %= (w+vy,uz+ vous+v3)" (FREITAS & NASCIMENTO, n.d., p. 55).

Subtracdo de vectores
Definicéo

“Dados vectores u e v, definimos a diferenca de u — v por u — v = 4 + (—7)” (VENTURA,
2015, p. 72)

Exemplo: Dado os vectores u = (2,3,—1) e ¥ = (1,—1,1), determinar:
a) U+
b) u—v;
c) Representar geometricamente a soma e a diferenga acima.
Resolucao:

u=(23-1),v=(1,-11)

23,-1)+ (1,11 © i+ =(320)
23,-1)—(1,-1,1) e u-79=(14-2)

N ™



c) Interpretacdo geométrica

. A

Figura 13 Adicéo de dois vectores

Fonte: Proprio autor

Figura 14 Subtrac&o de dois vectores

Fonte: Proprio autor

WINTERLE (2007, p. 8) explica a propriedade da adicdo de vectores da seguinte forma:

Propriedade comutativa
u+v=v+u
Associatividade
u+@W+w)=@U+v)+w

Existéncia do vector nulo

26
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i+0=0+1=1u

Existéncia do Vector Oposto

i+ (-u)=u-1=0

1.3.3.1- Produto Escalar

Definigdo Algébrica

Segundo WINTERLE (2007, p. 49) “chama-se produto escalar de dois vectores i = x1€ +

yiJ+zike U =ux€+y)+zke se representa por u.vao nimero real U.v =

X1X2+y1y2+2122”

Exemplos: Dados os vectores i = 38 — 5] + 8k e # = 48 — 2j — k tem-se:

Resolucao:
i=(3,-58)ed=(4-2-1)
U.%=(3,-5,8).(4—2,—1)
6.9 =3(4) —5(-2) + 8(-1)

Uv=12+10-8
ii.¥ = 14 E o produto escalar de u por v.
Propriedade do produto escalar segundo WINTERLE (2007, p. 50).

V=01

&l

U +W) =65+ 0w
k(@) = ki, kEIR
k(@.B) = k(D). = @ k(D)

=0,set =0 = (0,0,0)

®
&l
!

HU>0seti#0
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1.3.3.2- Produto Vectorial
Segundo RUSCHEINSKY (2008, p. 48)

“O produto vetorial ou externo de dois vetores i e ¥ ndo paralelos entre si, no espaco R, é
um terceiro vector que se representa na forma i x v. Por isso, ele da a seguinte definigdo: Se
U= (a,b,c)e v = (x,y,z),entdo o produto vetorial de u x v = (bz — yc,xc — az,ay —
yb)"_

1.3.3.3- Produto Misto

Como o préprio nome diz, o produto misto € a unido do produto escalar com o produto
vetorial. Assim o produto misto também esta definido somente em R® e para ter o produto

misto necessitamos de trés vetores u, v e w.

Definicdo: “o produto misto dos vetores 1,V e w nessa ordem, é o nimero real (U x
v).w indicado por (i, ¥, w): Logo (i, ¥,w) = (4 X v).w". (RUSCHEINSKY, 2008, p. 51)

Dados os vetores entdo u = (a,a,c),v = (I,m,n)ew = (x,y,z),0 produto misto é o

determinante da matriz gerada pelos trés vetores, ou seja.

U, v,w) =

x ~ Q

b
m
y

N S O

Se (u,v,w) = 0, os trés vectores sdo coplanares.

1.4- Equagao geral do plano
Segundo SILVA e COSTA (2014, p. 15) “Equacdo é toda sentenca matematica aberta que
exprime uma relacdo de igualdade. A palavra equacao tem prefixo «equa», que em latim quer

dizer igual”.
Estamos diante de equacdes do plano quando nos referimos as igualdades com varidveis no

espaco tridimensional.

1.4.1- Equacéo do plano que passa por um ponto e ortogonal a um vetor
Seja A(xo,y0,2z0) um ponto pertencente a um plano me 7 = (a, b,c), 1 # 0, um vector normal
ao plano.

“Como 7L 7,7 é ortogonal a todo vector representado em 7. Entdo, um ponto P(x,y, z)
pertence a i Se e somente se, 0 vector AP é ortogonal a 7" (WINTERLE, 2007, p. 125).
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Istoé: 7. AP =0 R.(P—A) =0
(a,b,c).(x — x0,y — yo, Z — z0)=0
a(x —xo0) + b(y — yo)+c( z — zo0) = 0 (1) Equacdo dos planos que passam por um ponto
ax + by + cz — axo—byo—czo= 0
Fazendo: —axo—byo—czo=d (1)
ax+by+cz+d=0 (2) Estaé aequacdo geral de um plano.
Exemplo:

a) 3x + 2y —4z + 8 = 0 Equagéo completa de um plano
b) 2y + 3z -6 =0

c) z=3

d x=0

As alineas b, c e d representam equacdes do plano na forma incompleta.
Nota:

a) Assim como 7 é normal a m, qualquer vector ki, k #+ 0 é também vector normal ao
plano.

b) E importante notar que os trés coeficientes a, b e c da equacio acima, representam as
componentes de um vector normal ao plano.

Por exemplo: Se um plano m é dado por:
m:3x + 2y —z + 1 = 0 Um de seus vectores normais é 7 = (3,2, —1).

c) Para obter pontos de um plano dado por uma equacdo geral, basta atribuir valores
arbitrarios a duas variaveis e calcular o valor da outra equacdo na equacao dada.

Assim, por exemplo, se na equagéo anterior fizermos x = 4,y = —2, teremos:
3()+2(-2)-z+1=0214—-4—2z+1=02=9
Teremos, portanto, o ponto A(4, —2,9) que pertence a este plano.
1.4.2- Equacéo do plano determinada por um ponto e por dois vectores
“O plano 7 contém o ponto Po e é paralelo aos vectores ¥1 e > (¥1 ndo paralelo a 72). O
ponto P(x,y, z) pertence ao plano m, se e somente se, 0s vectores P — Pg, U1 € U2 forem
coplanares” (VENTURA, 2015, p. 157).

Sendo: Po(x0,y0,20), P(x,y,2),v1= (a,b,c), e V2= (I,m, n)

P — Po= (x — x0,y — Y0,Z — Zo) temos:
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X—Xo Y—Yo Z— 2
a b c =0(3)
l m n

Para determinarmos a equacao usando calculo de determinante, podemos recorrer a regra de

Laplace para o calculo de determinante.

Equacao Vectorial

Para Santos (s.d, p. 113) “a equacdo vectorial do plano m determinada por um ponto e dois

vectores é dada na forma: P — Po= ku + v (4); Onde k e | € R sdo parametros”.
1.4.3- Equacéo geral dos planos que passam por dois pontos

Segundo SANTOS (n.d., pp. 126-127), pretende-se determinar os planos que além de passar

P,, se também passam por P; (X, V1, Z1).

Desta forma substituimos na equagédo 1, x, y e z por x4, y;, z; temos:

a(x —x0) + b(y — yo)+c(z — zo) = 0(1)

a(x1—xo) + b( y1—yo)+c(z1—z0) = 0 (5)

Se isolarmos a na primeira equacao e substituirmos na 5 teremos uma familia de planos.
1.4.4- Equacéo do plano determinada por trés pontos néo colineares

“O plano m é determinado pelos pontos P1, P2 e Ps. Um ponto genérico P(x, y, z) pertence ao
plano mse e somente se, 0s vectores (P — P2), (P2—P1),e (P3—P2) forem coplanares”.
(VENTURA, 2015, pp. 158-159)

Dados os pontos:

P(x,y,7), P1(x1,y1,21), P(x2,y2,22 ) € P3(x3,y3,23)

X—X1 Y—=Y1 Z—Z;
Xp—=X1 Y2—Y1 Z2—Z1{ =0 (6)
X3—=X1 Y3—YV1 23— 73

Equacéo Vectorial

A equacdo vectorial do plano determinada por trés pontos ndo colineares € dada na forma:

P — P1=k(P2—P1) + l(P3—P1) (7)
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1.4.4.1- Equacdo do plano determinada por dois pontos e por um vector

“O plano mé passante por P1 e P, e é paralelo ao vector v.Um ponto genérico
P(x,y, z) pertence ao plano 7 se, e somente se, 0s vectores (P — P1), (P2—P1) e v’ forem
coplanares” (VENTURA, 2015, p. 158).

Dados os pontos

P(x,v,2), P1(x1,y1,2 1), P(x2,y2,22 ) € 0 Vector B = & + mJ + nk

X=X Y=V1 Z—2,
Xp—=X1 Y2—Y1 Z2—Z1| =0(8)
l m n

A resolucéo de cada determinante representado por (3), (4) e (6) conduz a uma equacao linear

a trés variaveis que denominamos equacao cartesiana do plano:

ax+by+cz+d=0 (2)

Equacao Vectorial

A equacao vectorial do plano r determinada por dois pontos e um vector sera dada na forma:
P-P1= ku + I(P>—P1) (9)

1.4.4.2- Equacéao paramétrica determinada por dois pontos e um vector

Da equacao vectorial podemos determinar a equacdo paramétrica e a equacao cartesiana se

for o caso.
Sendo, P(x,y, z), P1(x1,y1,21), P(x2,y2,22 ) € 0 vector ¥ = lé + mj + nk
P-Pi1= ku + l(P2—P1)
(x —x)é + (y —y)j + (z — z0)k = k(lé +mj + nk ) + pl(xa—x1)é + (ya—y1)j +
(z2—2z1)K]
Comparando membro a membro, teremos:

x—x1=kl+p(x; —xq)

y—y1=km+p(y; —y1) (10)

z—z1=kn+p(z; —z,)

Da mesma forma que obtemos a equagdo paramétrica acima, podemos obter as equagdes

paramétricas a partir das equagdes vectoriais (4) e (7) respectivamente.
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1.4.4.2.1- Pertinéncia de ponto ao plano

Figura 15 Pertinéncia de um ponto no plano

Fonte: Proprio autor
Dado um plano m de equagdo ax + by + cz+d = 0e um ponto P (xo, yo, 2o0), @ condigdo

para P pertencer ao plano é:

a(xo)+b(yo)+c(zo)+d =0 (11)

Ou seja, a tripla (xo, yo, zo ) deve satisfazer a equacéo de 7.
Exemplo: Provar se o ponto Po(3,1,2) pertence ao plano 2x + y —3z—1 = 0.
Resolucéo
Po(3,1,2)
23)+1-32)-1=026+1-6—-1=0<0=0
Logo o ponto Po(3,1,2) pertence ao plano 2x + y — 3z — 1 = 0 pois verifica a equacao.
1.4.4.2.1.1- Intersecdo de um plano com os eixos coordenados
Sejamax+by+cz+d=0

1. Intersecdo como eixo x

O plano intercepta o eixo das abscissas no ponto A(x, 0,0).Para se determinar o ponto A

basta fazer y = z = 0 na equagao do plano.
2. Intersecé@o com 0 eixo y

O plano intercepta o eixo das ordenadas no ponto B(0,y,0).Na equacdo do plano fazemos

x=z=0.
3. Intersec¢é&o com 0 eixo z

O plano intercepta o eixo das cotas no ponto € (0,0, z); para obtermos suas coordenadas basta

fazermos x = y = 0 na equacéo do plano.
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Figura 16 Intersecdo de um plano com os eixos coordenados

az

Fonte: Proprio autor

1.4.5- Equacédo segmentaria do plano

O planom: ax+by+cz+d=0 com a,b,c,d # 0corta 0s eixos cartesianos em trés
pontos distintos P(p, 0,0), 2(0,q,0) R(0,0,7) que determinamos 0s trés
segmentos OP, 0Q e OR.

Indicaremos por p, q e r respectivamente, as medidas desses segmentos.
Para obtermos a equacdo segmentaria do plano:

Seja a equacdo:

ax+by+cz+d=0

ax + by + cz = —d/(—d)

ax by cz

- -~ =1
e
x y z _1 (0
—at=at=a='®
a b c
—d —d —d o
Fazendo: - = p,T = q,T = 1, e vamos substituir em (0)
2 221 (126 5 tari
—+=+-= é a equacio segmentaria
P q 7T g

“E denominada equacio segmentaria do plano, por interceptar o eixo x,y e z em segmentos
p,q er” (VENTURA, 2015, p. 162).

Temos a ilustragdo geomeétrica
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Figura 17 llustracdo geométrica da equacdo segmentaria do plano

Fonte: Proprio autor
Exemplo: Obter a equagdo segmentaria do plano 4x —3y + 2z —-12 =0

Resolucao:

a) O plano dado é:
4x — 3y + 2z =12 /(12)
4x 3y 2z 12

VEEVAEVEEY

x z ,
3 + _l4 + i 1 E a equagdo segmentaria do plano 4x — 3y + 2z —12 =0

1.4.6- CASOS PARTICULARES DA EQUAQAO GERAL DO PLANO
A nulidade de um ou mais coeficientes na equacdo geral do plano, fara com que este ocupe

um posicionamento particular em relacdo aos eixos coordenados.
Naequacdo ax + by + cz+d = 0 se:

1.° Caso

d=0=ax+by+cz=0,Com(ab,c+0)

O plano contém a origem

Justificativa:

O ponto 0(0,0,0) verifica a equagdo ax + by + cz = 0.

Se o termo independente for nulo o plano contera a origem.

2.° Caso

a) a=0=>by+cz+d=0(comb.c.d + 0)
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O Plano é paralelo ao eixo x e intercepta 0s eixos y e z.

Figura 18 llustragcdo geométrica da equacgdo by + cz+d = 0

Fonte: Proprio autor
Justificativa: O vetor normal ao plano by + cz+ d = 0é 7 = (0, b, ¢) que é perpendicular ao

eixo x.
Logo, o plano é paralelo ao eixo x.
Analogamente, se:
b) b=0=>ax+cz+d=0(coma,c,d*0)
O plano é paralelo ao eixo y
c) c=0=>ax+by+d=0(coma,b,d + 0)
O plano é paralelo ao eixo z
Nota importante: O plano é sempre paralelo ao eixo da coordenada ausente.

3.9 Caso:

a)a=d=0=>by+cz=0(comb,c #0)

Representa um plano que passa pela origem e portanto, contém o eixo x, neste caso qualquer

ponto do tipo (x, 0,0) satisfaz a equacao.

Figura 19 llustracdo geométrica da equacdo by + cz = 0

Fonte: Préprio autor
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O plano by + cz = 0, além de conter a origem ( poisd = 0) é paralelo ao eixo x, pois tem

como vector normal n = (0, b, c).
Analogamente, se:
a b=d=0,ax+cz=0(coma,c+0)
O plano contera o eixo y
b. c=d=0=>ax+by=0(coma,b +# 0)

O plano contera o eixo z
4.° Caso.
a) a=b=0=>cz+d=0(comc,d+0)

O plano ¢ paralelo ao plano xy, e é perpendicular ao eixo z

Figura 20 llustracdo geométrica da equagdo cz +d = 0

Fonte: Proprio autor

Justificacdo: O plano cz + d = 0 tem como vector normal 7 = (0,0, ¢) que é perpendicular

ao plano z e é paralelo ao plano xy.

b) b=c=0=>ax+d=0(coma,d +# 0)

O plano é paralelo ao eixo yz.

—d
Nota:seax+d=0:x=7=>x=k.

Em particular, x=0 é a equacdo do plano coordenado yz.

c) a=c=0=>by+d=0(comb,d # 0)
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O plano é paralelo ao plano xy

—d

Em particular, y = 0 representa o plano coordenado xz.

Nota: Se dois dos coeficientes das variaveis forem nulos, a equacdo representa um plano

paralelo ao plano das variaveis que ndo figuram na equagéo.

1.4.6.1- Planos paralelos aos planos coordenados
Observe que, os planos cartesianos sdo casos particulares, onde:

a:x = 0(planos y0z)
B:y = 0(planos x0z)
m:z = 0(planos x0y)

Figura 21 planos paralelos aos planos coordenados

Fonte: Préprio autor, 2021.

Em funcdo a abordagem feita neste capitulo, estdo dados as bases de modo a aplicarmos 0s
algoritmos para a determinacéo da equacdo do plano e suas representacdes graficas.
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CAPITULO II- CONJUNTO DE EXERCICIOS ENVOLVENDO EQUACOES DO
PLANO E SUA REPRESENTACAO GRAFICA

Depois de uma recapitulacdo das noc¢des basicas de ponto e vector no espaco, neste capitulo,
vamos apresentar um conjunto de exercicios para o desenvolvimento das habilidades dos

alunos na resolucédo de equacdes do plano e sua representacdo grafica.

Contudo, comecamos por resolver exercicios, apresentando assim algoritmos (passos) que
podem facilitar o trabalho dos nossos alunos ndo apenas na resolugéo de equacdes do plano e

sua representacao grafica como também na resolucéo de outros problemas matematicos.

2.1- Analise do Programa
Segundo INIDE/MED (2019, p. 9) O programa da 112 Classe Ciéncias Fisicas e Bioldgicas

tem (5) cinco Unidades:

Quadro 1 Plano Tematico

Cargas lectivas

Trimestres Lectivas Total

* . Trigonometria

Produto escalar de dois

vectores noplano e no

espaco.

2 *  Perpendiculares de Inicial 12 24
vectores e rectas.
Interseccdo de planose

rectas no espaco.

e Sucessoes

e Sucessodes

4 Limite de uma sucessao. Final 20 59

Numero de Neper.

* Indugdo matematica
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5 |* Estatistica 17

Fonte: Proorio autor
Conforme explicamos anteriormente que, o tema do nosso trabalho, esta na segunda Unidade

do Programa da 112 Classe do curso de Ciéncias Fisicas e Biologicas.

O tema que desenvolvemos é um sub item do item

2.3: “Planos. Intersecc¢do de planos e rectas no espago” (INIDE/MED, 2019, p. 11).
e “Equacéo de um plano” (INIDE/MED, 2019, p. 11).

No programa ndo se faz uma concretizacdo do objetivo deste tema, mas faz-se a
concretizacdo dos objetivos da unidade, isto é, do produto escalar sua importancia e sua
aplicacdo na determinacdo da distancia de um ponto a um plano assim como a interpretacao

geomeétrica da intersec¢do de planos na resolucgdo de sistema de equacdes.

2.2- Analise do Manual do Aluno
Relativamente ao manual do aluno, podemos constatar que que ndo se faz um tratamento
metodoldgico da unidade onde faz parte as equagdes do plano, 0 que a nosso ver vem ainda

mais criar dificuldades aos alunos e Professores na obtencdo de conteddo do tema em estudo.

Desta forma, tendo em consideracdo as inquietacGes dos alunos, a falta de um tratamento no
manual do aluno, houve a necessidade de se estudar as equagcbes do plano e suas
representacdes gréficas, tendo em conta de sua aplicabilidade na Geometria Analitica,

Geometria Descritiva, entre outras areas do saber.

2.3- Definicao de algoritmo

Um algoritmo é formalmente uma sequéncia finita de passos que levam a execugdo de uma
tarefa. Podemos pensar em algoritmo como uma receita, uma sequéncia de instrucGes que dao
cabo de uma meta especifica. Estas tarefas ndo podem ser redundantes nem subjetivas na sua
definicdo devem, gravar um evento (MORAES, 2000, p. 5).

Note que esta definicdo é valida para todos os casos em que aqui iremos abordar.
Estes algoritmos tém como finalidade:

v Fornecer poucos passos para determinar as equag¢fes de um plano e sua representacdo

gréfica;
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v' Facilitar o grau de compreensdo na resolucdo de exercicios que envolvem equagdes

do plano e suas representagdes gréaficas.

Para tal, comegamos por apresentar o algoritmo aplicado para o calculo de equacBes do

plano, bem como os critérios ou técnicas essenciais na resolucdo das mesmas.

2.3.1- Algoritmo aplicado para determinacdo da equacdo do plano que passa por um

ponto e ortogonal a um vector usando a equagéo geral do planoax + by +cz+d =0
Para este caso, aplicar-se-& 0s seguintes passos:

1° Passo: Identificar o ponto e o vector

2° Passo: Identificar a equacéo geral

3° Passo: Substituir o ponto e o0 vector na equacéo geral

4° Passo: Determinar d resolvendo a equacéo

5° Passo: Substituir o vector e d na equagéo geral

6° Passo: Obter a equacao geral

Exemplo ilustrativo do algoritmo

Determinar a equacdo do plano a que passa pelo ponto A = (1,3,5) e seja ortogonal ao vector
7 =(24,6).

Resolucéo
1° Passo: Identificar o ponto e o vector
A=(1,35);x=1y=3,z=51=246);a=2,b=4c=6
2° Passo: Identificar a equagéo geral
ax+by+cz+d=0

3° Passo: Substituir o ponto e o vector na equacéo geral

@)D +@HB)+(6)(5)+d=0
4° Passo: Determinar d resolvendo a equacéo

24+12+30+d=0<d=-44
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5° Passo: Substituir o vector e d na equagéo geral
@x+@y+(6)z+(—44) =0
6° Passo: Obter a equacao geral
a2x+4y+6z—44=0

2.3.2- Algoritmo aplicado para determinacdo da equacgdo do plano determinada por um

ponto e por dois vectores

Para a determinacdo da equacdo do plano determinada por um ponto e por dois vectores,

deve-se ter em conta os seguintes passos do algoritmo:
1° Passo: Identificar o ponto e os vectores

2° Passo: Identificar a formula (3)

3° Passo: Substituir os dados na formula

4° Passo: Realizar as operagOes aritméticas e algébricas necessarias pela via mais facil
(usando o método de Laplace)

5° Passo: Obter a equacdo do plano
Exemplo ilustrativo do algoritmo

Determine a equacdo cartesiana do plano m que passa pelo ponto Po(1,2,3) e tem a direcdo

dos vectores u = (1,—-1,2) e v = (2,3,—1).
Resolucao:
1° Passo: Identificar o ponto e os vectores
Po(1,2,3), u = (1,—1,2) e ¥ = (2,3,—1),Sendo P(x, y, z) que pertence ao plano teremos
2° Passo: Identificar a formula (3)
3° Passo: Substituir os dados na formula
x—1 y—-2 z-3

1 -1 2 |=0
2 3 -1
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4° Passo: Realizar as operacdes aritméticas e algébricas necessarias pela via mais facil

(usando o metodo de Laplace)

x-1DA-6)-(y—-2)(-1-4)+=z-3)3+2)=0
—5x+5+5y—10+5z2—-15=0
—5x+5y+5z—-20=0/(-5)

5° Passo: Obter a equacédo do plano
mx—y—z+4=0

2.3.3- Algoritmo aplicado para determinacao da equacéo do plano determinada por trés

pontos nao colineares

Para determinacdo da equacdo do plano determinada por trés pontos ndo colineares, aplicar-

se-a 0s seguintes passos:

1° Passo: Identificar os pontos

2° Passo: Identificar a formula (6)

3° Passo: Substituir os dados na formula identificada.

4° Passo: Realizar as operacdes aritméticas e algébricas necessarias pela via mais facil:

aplicando a regra de Laplace, teremos:
5° Passo: Obter a equagédo do plano
Exemplo ilustrativo do algoritmo

Determine a equacao cartesiana do plano g que passa pelos pontos P1(—1,2,0) P2(2,—1,3) e
P3(3,2,—1).

Resolucéo

1° Passo: Identificar os pontos

P1(—=1,2,0), P2(2,—1,3) e P3(3,2,—1)

2° Passo: Identificar a formula (6)

3° Passo: Substituir os dados na formula identificada.
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x+1 y—-2 z
3 -3 31=0
4 0 -1

4° Passo: Realizar as operacdes aritmeéticas e algébricas necessarias pela via mais facil:

aplicando a regra de Laplace, teremos:

(x+1)B) = (y—2)(-3-12) +2(12) =0
3x+3+15y —30+ 12z =0
3x + 15y + 122 — 27 = 0 /(3)

5° Passo: Obter a equagédo do plano
B:x+5y+4z—9=0

2.3.4- Algoritmo aplicado para determinacdo da equacao do plano determinada por dois

pontos e um vector

Para determinacédo da equacédo do plano determinada por dois pontos e um vector, deve-se ter

em conta 0s seguintes passos:

1° Passo: Identificar os pontos e o vector
2° Passo: Identificar a formula (8)

3° Passo: Substituir os dados na formula

4° Passo: Realizar as operagOes aritméticas e algébricas necessarias pela via mais facil
(usando Laplace teremos)

5° Passo: Obter a equacdo do plano
Exemplo ilustrativo do algoritmo

Determine a equacéo cartesiana do plano 6 que passa pelos pontos P1(1,0, —2) P2(—2,1,0) e
tem a direcdo do vector ¥ = (3,1, —1).

Resolucéo

1° Passo: Identificar os pontos e o vector
P1(1,0,—2),P2(-=2,1,0) e ¥ = (3,1,—1)

2° Passo: Identificar a formula (8)
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3° Passo: Substituir os dados na formula

x—1 y z+2
-3 1 2 |=0
3 1 -1

4° Passo: Realizar as operacdes aritméticas e algébricas necessarias pela via mais facil

(usando Laplace teremos)

x—-1D)(-1-2)-yB-6)+(z+2)(-3-3)=0e -3x+3+3y—-6z—-12=0¢&
—3x+3y—6z—9=0/(-3)

5° Passo: Obter a equacéo do plano:
O:x—y+2z+3=0

2.3.5- Algoritmo aplicado para determinagdo da equacéo geral do plano usando as

equacdes vectoriais

Para determinacdo da equacdo geral do plano usando as equac@es vectoriais, aplicar-se-a 0s

seguintes passos do algoritmo:

1° Passo: Identificar os pontos

2° Passo: Identificar a formula vectorial

3° Passo: Substituir os pontos na formula

4° Passo: Obter a equacdo paramétrica usando o conceito de igualdade de vectores
5° Passo: Eliminar k e p

6° Passo: Obter a equacédo do plano

Exemplo ilustrativo do algoritmo

Obter a equacdo do plano 7 que contém os pontos A(3,0,1),B(2,1,1) e C(3,2,2).
Resolucéo

1° Passo: ldentificar os pontos

A(3,0,1),B(2,1,1) e C(3,2,2)

2° Passo: ldentificar a formula vectorial
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Sendo P(x, y, z) um ponto genérico do plano vem
P—-A=k(B-A) +p(C-A)
3° Passo: Substituir os pontos na formula
(x—=3)8+y/+ (z— Dk = k(=& +]) + p(2j + k)

(x —3)é+yj+ (z— Dk = (k)& + (k + 2p)] + (D)k
4° Passo: Obter a equacdo paramétrica usando o conceito de igualdade de vectores

x—3=-k
y=k+2p
z—1=p

5° Passo: Eliminar k e p

Isolando k em 1 teremos
k=—x+3 (1)

Substituindo (1")e 3 em 2, teremos
y=—x+3+2(z-1)

6° Passo: Obter a equacdo do plano
mx+y—2z—1=0

2.3.6- Algoritmo aplicado para determinacdo da equacao geral dos planos que passam

por dois pontos

Para determinacdo da equacdo geral dos planos que passam por dois pontos, deve-se aplicar

0S seguintes passos:

1° Passo: Identificar os pontos

2° Passo: Identificar a formula

3° Passo: Substituir os pontos nas formulas

4° Passo: Realizar as operacgdes algébricas e aritméticas na equacao 11
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5° Passo: Isolar na 22 equagdo a, b ou ¢ (nds vamos isolar a na 22 equacéo)

6° Passo: Substituir a expressdo isolada na 12 equacao

7° Passo: Obter uma familia de planos

Exemplo ilustrativo do algoritmo

Determine as equac6es dos planos que passam pelos pontos A(2,3, —4) e B(1,2,2)
Resolucéo

1° Passo: Identificar os pontos

A(2,3,—4)e B(1,2,2)

2° Passo: Identificar a formula

a(x —xo0) + b(y — yo)+c(z — z0) = 0(1)
a(x1—xo) + b( y1—yo)+c(z1—2z0) = 0 (5)

3° Passo: Substituir os pontos nas férmulas

a(x—2)+b(y—3)+c(z+4)=0
{a(1—2)+b(2—3)+c(2+4)=0

4° Passo: Realizar as operacgdes algébricas e aritméticas na equacdo 11

{a(x—2)+b(y—3)+c(z+4)=0 (D
—a—b+6c=0 (I

5° Passo: Isolar na 22 equacdo a, b ou ¢ (n6s vamos Isolar a na 2% equacéo)
a=>b—-6c

6° Passo: Substituir a expressdo isolada na 1% equacao
(b—6c)(x—2)+b(y—3)+c(z+4)=0

7° Passo: Obter uma familia de planos

(b—6c)(x—2)+b(y—3)+c(z+4)=0
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2.3.7- Algoritmo aplicado para representagdo gréafica da equacéo geral do plano

Para fazer a representacdo gréfica da equacdo geral do plano, aplicar-se-a 0s seguintes passos

do algoritmo abaixo:

1° Passo: Identificar a equacdo do plano

2° Passo: Determinar o ponto de intersec¢cdo com 0S eixos x, y e z.
3° Passo: Representar os pontos no plano Cartesiano Tridimensional

4° Passo: Representar um plano que intersecta os trés pontos;

5° Passo: Identificar o plano geometricamente com a equacao
Exemplo ilustrativo do algoritmo

Representar geometricamente o plano m: 4x + 3y — z — 12 = 0 com 0s eixos coordenados.
1° Passo: ldentificar a equacao do plano

mi4x+3y—z—12=0

2° Passo: Determinar o ponto de intersec¢gdo com 0s eixos x, y e z.

Fazendoy = z =0 naequagdo de m: 4x — 12 = 0 = x = 3 ; temos o ponto A(3,0,0)
Fazendox =z =0:3y — 12 = 0 = y = 4; temos o ponto B(0,4,0)

Fazendox =y =0: —z—12=0=z=—12; €(0,0,—12)

3° Passo: Representar os pontos no plano Cartesiano Tridimensional

=
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4° Passo: Representar um plano que intersecta os trés pontos;

5° Passo: Identificar o plano geometricamente com a equacao

Figura 22 Representagdo grafica do plano m: 4x+3y-z-12=0

z

Fonte: Proprio autor

2.3.8- Algoritmo aplicado para representacao grafica da equacéo do tipo ax + by + d =
0

Para fazer a representacdo grafica da equacdo do tipo ax + by + d = 0, deve-se aplicar o0s

seguintes passos:

1° Passo: ldentificar a equacao

2° Passo: Determinar o ponto de intersec¢do com o eixo x (ponto A) e eixo y ponta B)
3° Passo: Representar o plano R3 com sua respectiva escala;

4° Passo: Representar os pontos no plano cartesiano tridimensional

5% Passo: Representar um plano paralelo a z e interceptando nos pontos A e B.

6° Passo: Identificar o plano com a equagao



Exemplo ilustrativo do algoritmo

Representar no plano R®a equagdo : 2x + 3y — 6 = 0

1° Passo: ldentificar a equacao

m:2x + 3y — 6 = 0 (Equacdo do plano paralelo ao eixo z)

2° Passo: Determinar o ponto de intersec¢do com o0 eixo x (ponto A) e eixo y ponta B)
Fazendoy = 0 © 2x = 6 & x = 3, teremos o ponto A(3,0,0)

Fazendo x = 0 © 3y = 6 & y = 2, teremos o0 ponto B(0,2,0)

3° Passo: Representar o plano R3 com sua respectiva escala;

> : 1 py
2.3 o) (4

50 Passo:

49



6° Passo: Identificar o plano com a equagao

Figura 23 Representacéo grafica da equagdo m: 2x + 3y —6 =10
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Fonte: Proprio autor

2.3.9- Algoritmo aplicado para representagdo grafica da equacgéo do tipo ax + by = 0

T2 + 3y —6 =0

50

Para representacdo gréfica da equacgdo do tipo ax + by = 0, aplicar-se-4 0s seguintes passos

do algoritmo:

1° Passo: ldentificar a equacao

2° Passo: Determinar dois pontos atribuindo valores a uma das variaveis
3° Passo: Representar o plano R3 com sua respectiva escala;
4° Passo: Representar os pontos no plano cartesiano tridimensional

5° Passo: Representar o plano que passa pela origem e pelos pontos A e B, paralelo a Z

6° Passo: Identificar o Plano

Exemplo ilustrativo do algoritmo

Determinar geometricamente o plano m: 2x +y = 0

1° Passo: ldentificar a equacao

m2x+y=0

2° Passo: Determinar dois pontos atribuindo valores a uma das variaveis

Sex =1 y=—2Teremos o ponto A(1,—2,0)



Sex = —1 & y = 2 Teremos o ponto B(—1,2,0)

3° Passo: Representar o plano R3 com sua respectiva escala;

4° Passo: Representar os pontos no plano cartesiano tridimensional

5° Passo: Representar o plano que passa pela origem e pelos pontos A e B, paralelo a Z

51
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6° Passo: Identificar o Plano

Figura 24 Tlustragao geométrica da equacado m: 2x+y=0
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Fonte: Proprio autor
Portanto, foram dados os algoritmos que poder&o ajudar os alunos na determinagéo da

equacdo do plano e suas representacfes graficas.

Exercicios propostos

1- Obter a equacdo do plano que passa por P = (1,2,1) e Q = (3,1, —1) e seja paralelo
ao eixo y.
Resp.x+z—-2=0

2- Representar geometricamente os planos

a) a:2x —y=0;
|

~— 20 — 13y — 0

Fonte 2 Proprio autor
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b) f:x+2z —4=0

Fonte 3 Proprio autor
3- Achar a equacdo do plano que passa pela origem e é perpendicular 1 = (2,—1,3)
Resposta: 2x —y + 3z =0

4- Determine a equacdo geral do plano mque passa por A(2,3,4) e é paralelo aos

vectoresi =j+ked =7 —k
m—2x+4=0

5- Determine a equacdo do plano  que passa pelo ponto A(1,2, —1) e que corta 0S eixos

coordenados em segmentos iguais: Nota: Usar a equacdo segmentaria do plano.
Resposta: m:x +y+z—2=0

6- Determinar a equacdo geral do plano que intercepta 0s eixos y e z em segmentos de

comprimento de 2 e 2 e que passa pelo ponto A(1,3, —3).
Resposta: 2x +y —z—2=0

7- Obter a equacdo do plano que passa por P(1,2,1)e Q(3,1, —1) e seja paralelo ao eixo

v. Nota: Neste caso no fim temos de fazer b = 0, usar a equacdo 1 e 5.
Resposta: x +z—2 =10

8- Calcular a equacédo do plano passante por P(1,3,3) e paralelo ao plano xy. Nota usar a

equacédo 1. Sabendo que a = b = 0.

Resposta: z—3 =0
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9- Obter a equacao do plano que contém o eixo x e ponto P(1,3,3). Nota, usar a equacao

1,sabendo que a = d = 0.
Resposta: y —z =0

10- Determina a equacao do plano que contém o eixo y e o ponto P(1,2,2). Usar a equacéo

1,sabendoque b = d = 0.

Resposta: —2x +z =0
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CAPITULO Il1: ANALIE E INTERPRETACAO DOS DADOS

Neste capitulo, vamos apresentar os dados colhidos durante a investigacdo do trabalho que
foi desenvolvido na escola Liceu do Sanza Pombo/Uige aos alunos da 112 Classe da opc¢éo
de Ciéncias Fisicas e Bioldgicas Turma: A, na qual organizamos os mesmo em forma de

quadro e graficos.
3.1- Amostra e sua caracterizagio

Aplicamos os inquéritos tomando uma amostra igual a populagéo de 22 alunos da 112 Classe
da mesma Escola. Esta amostra, foi constituida de alunos de ambos géneros com idade

compreendida entre 16 a 50 anos de idade.
3.2. Pré-teste

Nesta pesquisa tivemos como um dos obejectivos especificos, «Diagnosticar o estado actual
do processo de ensino e aprendizagem das equacgdes do plano e sua representacdo grafica na
112 Classe no Liceu do Sanza Pombo», isto é, para avaliar o nivel de seu conhecimento e para
servir como pré-requisitos da nossa pesquisa, aplicou-se um teste de diagndstico (pré-teste)
de 4 questdes. Para tal vamos apresentar os resultados que tivemos nos quadros e no grafico a

sequir.

Quadro 2 Resultado do pré-teste

Questdes | Certas % Erradas % Total
18 14 63,6% 8 36,4% 22
28 4 18,2% 18 81,8% 22
3 10 45,5% 12 54,5% 22
48 4 18,2% 18 81,8% 22

Fonte: Proprio autor
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Figura 25 Interpretacéo grafica dos resultados do pré-teste

~ Certas ~ Erradas

Fonte: Proprio autor

3.2.1- Apresentacdo das ApreciacGes obtidas aos Alunos no Pré-Teste

As notas que denominamos de X obtidas pelos alunos variam desde 0 a 14 valores e estdo

distribuidas como mostra o quadro abaixo.

fi é a frequéncia obsluta é o nimero de vezes que se realiza um acontecimento
fac l Frequencia aboluta acumulada descendente
X é amedia ponderada

Mediana é o valor a que corresponde a primeira frequéncia acumulada maior do que

n

5

Quadro 3 Distribuicdo das notas do pré-teste
X; fi facl X, fi
0 2 2 0
3 1 3 3
4 9 12 36
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5 1 13 5

8 6 19 48

10 1 20 10

13 1 21 13

14 1 22 14
Z — 2 z =129

Fonte: Proprio autor, 2021
a) Media

X;. f; 129
fzw,onde Zﬂ=n=>f=§=>f=5,86

b) Mediana
Como n = 22, é par, entdo a mediana esta entre o elemento de ordem

n+?2
2

n

—e

2
n

Para > temos que

n 22
> = - = 11,pela fac | 112 elemento é 4

n+2

Para temos que:

n+2 22+2 24 .
= =7=12,pelafaci01ZQelementoe4

44+4 8 )
T=E=4,aSSLmMe=4

Assim, como a mediana € 4 valores, significa que 50% dos alunos obtiveram uma nota
inferior a 4 e 50% obtiveram uma nota superior a 4 valores, sendo 4 valores como a nota mais

frequente durante o pré-teste.

c) Moda
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“A moda de um conjunto de n nimeros é o valor que ocorre com maior frequéncia, isto €, o
valor mais comum" (BOSQUILHA, CORREA, & VIVEIRO, 2003, p. 244).

No nosso caso a moda é M, = 4, sendo a nota mais frequente, repetindo nove vezes.

3.3- Actuacao Pedagdgica

De acordo com os dados obtidos no pré-teste, conseguimos perceber que as dificuldades que
os alunos apresentaram no conteldo deste tema é a falta de ministrar as aulas duma forma
mais profunda a fim de levar os alunos numa realidade de um conhecimento sustentavel sobre

a importancia da equacao do plano e sua representacao grafica.

Para resolvermos este problema, elaboramos passos para mostrarmos como se deve

determinar a equacdo do plano e sua apresentacao gréafica.

Para isso realizamos trabalho com os alunos ministrando trés aulas, pois que eram suficientes

para que os alunos desenvolvessem as suas habilidades nesta area do conhecimento.

Fiaura 26 Alunos dal11? Classe turma A

Fonte: Préprio autor

3.4- Pos-Teste

Os alunos avaliados anteriormente sdo 0s mesmo que nos forneceram os dados no pos-teste

que estdo representados nos quadros abaixo.

Como realizamos um trabalho com os alunos no pré-teste, houve também necessidade de se
aplicar um pos-teste aos mesmos, com objetivo de sabermos se houve desenvolvimento das

habilidades dos alunos depois das aulas ministradas, elaborando quatro questdes semelhante
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ao que se aplicou no teste diagnostico (pré-teste) e permitiu comprovar o éxito do trabalho e

que apresentou-se 0s seus resultados no quadro e gréfico a seguir.

Quadro 4 Resultado do pés-teste

Questdes Certas % Erradas % Total
18 15 68,2% 7 31,8% 22
28 18 81,8% 4 18,2% 22
32 14 63.6% 8 36,4% 22
42 14 63.6% 8 36,4% 22

Fonte: Proprio autor
Figura 27 Interpretacéo grafica dos resultados do pds-teste
100,0%
90,0%
80,0%
70,0%
60,0%
50,0%
40,0%
30,0%

20,0%

10,0%

0,0%

¥ Certas ~ Erradas

Fonte: Proprio autor
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3.3.1- Apresentacdo das ApreciacGes obtidas aos Alunos no Pos-Teste

As notas x dos alunos no pois-teste variam de 4 a 20 valores e estao distribuidas como ilustra

0 quadro a sequir.

Quadro 5 Distribuicao de notas do pds-teste

X; fi facl X fi
4 1 1 4

5 2 3 10
9 1 4 9

10 2 6 20
11 1 7 11
12 2 9 24
13 2 11 26
14 2 13 28
16 2 15 32
17 1 16 17
18 1 17 18
20 5 22 100

Z 22 Z 299

Fonte: Proprio autor
a) Média

X;. [ 299
E=M,onde Zﬁ=n=>9?=—=>f=13,59
n 2
b) Mediana
Como n = 22, é par, entdo a mediana esta entre o elemento de ordem

n+2
2

n
26
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n
Para — temos que

2
n 22 ,
5=5 = 11,pela fac | 112 elemento é 13
n+2
Para temos que:

n+2 22+2 24 .
=5 =7=12,pelafacJ,012Qelement0e14

13+ 14 27 )
— = > = 13,5; assim M, = 13,5 = 14

Assim, como a mediana é 13,5 valores, significa que 50% dos alunos obtiveram uma nota
inferior a 13,5 e 50% obtiveram uma nota superior a 13,5 valores, sendo 20 valores como a

nota mais frequente durante o pois-teste.
c) Moda

No nosso caso a moda no pois teste € M, = 20, sendo a nota mais frequente, repetindo cinco

vezes.
Os resultados representados nas tabelas e graficos do pds-teste sdo positivos.

3.5- Comparacéao dos resultados do Pré-Teste e do Pos-Teste
De um modo geral queremos fazer aqui a comparacao dos resultados obtidos no pré-teste e
poOs-teste respectivamente aplicados, comparando os resultados das respostas certas e erradas

entre os dois testes em percentagens.

Quadro 6 Comparacao dos resultados do Pré-teste e Pos-teste

Pré-teste Pos-teste
Questdes Certas % Erradas % Total | Certas % Erradas % Total
12 14 63,6% 8 36,4% 22 15 68,2% 7 31,8% 22
28 4 18,2% 18 81,8% 22 18 81,8% 4 18,2% 22
32 10 45,5% 12 54,5% 22 14 63.6% 8 36,4% 22
4a 4 18,2% 18 81,8% 22 14 63.6% 8 36,4% 22
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Fonte: Proprio autor

Figura 28 Gréfico de comparacéao dos resultados do pré-teste e pos-teste

100,0%
0,
90,0% 818% 81 8% 81)8%
80,0%
o 68,2%
70,0% 63)6% 63,6%
60,0% 54,5%
50,0% 45)5%
6,4% 6,4%
40,0% 1.8%
30,0%
18,29 8,2% 18 2%
20,0%
10,0%
0,0%
P1 P2 P3 P4
M Certas (Pré-teste) 63,6% 18,2% 45,5% 18,2%
M Erradas (Pré-teste) 36,4% 81,8% 54,5% 81,8%
M Certas (Pds-teste) 68,2% 81,8% 63,6% 63,6%
M Erradas (Pds-teste) 31,8% 18,2% 36,4% 36,4%

M Certas (Pré-teste) M Erradas (Pré-teste) H Certas (Pds-teste) M Erradas (Pds-teste)

Fonte: Proprio autor

De acordo com a comparacdo dos resultados obtidos no pré-teste e pds-teste, leva a entender
que é possivel contribuir no desenvolvimento das habilidades dos alunos na determinacao de

equacao do plano e sua representacao grafica aplicando os passos elaborados.

Portanto, observou-se que os resultados obtidos no pos-teste sdo mais satisfatorios em relacéo

aos resultados do pré-teste, por este motivo, entende-se que o estudo aplicado é valido.
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CONCLUSOES
O estudo da equacdo do plano e sua representacdo grafica € um campo vasto que envolve
varias areas do saber, a obra que elaborou é um trabalho que nunca tera fim, porém, tudo
quanto tratou-se durante o desenvolvimento deste tema € para contribuir no desenvolvimento
das habilidades dos alunos na resolugédo de exercicios que envolvem equacdes do plano e suas
representacdes gréficas.

Ao longo do estudo realizado, verificou-se que os alunos apresentaram baixo rendimento,
mas, logo apdés a aplicacdo dos procedimentos definidos no trabalho e posteriormente
aplicacdo do pos-teste, observou-se que 0s resultados obtidos no pés-teste sdo mais
satisfatorios em relagdo aos resultados do pré-teste, conforme mostram os quadros e gréaficos

ilustrados no corpo do trabalho. Portanto, entende-se que o estudo aplicado é valido.
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SUGESTOES
De acordo com o percurso realizado durante o tempo de investigagdo e interagdo com 0s
alunos, notamos uma falta de habilidades e limitacGes por parte dos alunos nesta area do

saber, por isso, sugerimos o seguinte:

1) Que os professores de Geometria Descritiva, Matematica no Il Ciclo, de E.V.P,
Educacdo Laboral e de Matemética do | Ciclo do Ensino Secundario, comecem a
ensinar os alunos como usarem a régua e a sua escala.

2) Que os Professores do Liceu do Sanza Pombo aprofundem os contetdos deste tema
nas suas aulas.

3) Que Direcgdo da Escola do Liceu do Sanza Pombo coloque a sala de informatica a
disposicao dos alunos de modo a aprenderem a determinar geometricamente um plano
por meio de alguns softwares educativos.

4) Que os professores venham a usar este trabalho para a elaboracdo de suas aulas, isto &€,

como material de apoio nas suas pesquisas.
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APENDICE A
INQUERITO APLICADO AOS ALUNOS (PRE-TESTE)

Estimado aluno (a), este inquérito visa diagnosticarmos o seu actual estado referente ao
ensino da equacao do plano e sua representacao grafica, com a finalidade de contribuirmos no
melhoramento do processo de ensino-aprendizagem da Matematica, de modo a realizarmos
um trabalho de pesquisa para obtencdo de grau de licenciatura em Ciéncias de Educagéo, na
opcdo de ensino de Matematica. Esperamos de si a sua cooperacdo nas questdes abaixo

mencionadas:

Sexo: M F Idade Data / /2020

1. Assinalar com x, qual das equacOes abaixo representa equacdo geral ou completa do
plano no espaco?

a) 2y+3x+z-9=0Q b y2+2y+1=0Q0 ¢)3x+3x+2y =00

2. Sabendo que a equacdo geral do plano é dada na forma ax+ by +cz+d =0;a
equacdo cartesiana do plano que passa pelo ponto P(1,—1,2) e é perpendicular ao
vector v = (2,—3,1) é:

a) x—y—2y+22+2=OO

b) 2x-3y+z+1=0 Q

C) x+x+z—-3y—7=0 O

3. Considere aequacdo m:z = 0 identique o plano entre as figuras abaixo:

g o v - o)

0 y 0 ]

4. Representar geometricamente a equagédo 2x + 3y — 6 = 0 no espago

BOM TRABALHO!
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APENDICE B

Plano de Aula

Escola: Liceu do Sanza Pombo Duragéo: 45 min

Disciplina: Matematica Classe: 112

Numero de Alunos: 22 Tipo de aula: Nova

Periodo: Manha O professor: Victorino Camungo Jaime

Unidade I1: Produto escalar de dois vectores no plano e no espago. Perpendiculares de

vectores e rectas. Interseccdo de planos e rectas no espago

Assunto: Equacdo de um plano que passa por um ponto P e tem 71 como vector normal
Meétodo de ensino: Elaboragéo conjunta e trabalho independente

Meios de ensino: Quadro, giz, apagador

Objectivo especifico: Determinar a equagédo cartesiana de um plano que passa por um ponto

P e tem 7 como vector normal.
INTRODUCAO
A.N.P: O que represente a equagdo x + 2y = 4, no plano?
No plano a expressao x + 2y = 4 representa a equacéo de uma recta
Motivacao: O que represente a equacdo x + 2y = 4, no espaco?
No plano a expressao x + 2y = 4 representa a equacdo de um plano
O.P.O: Na aula de hoje vamos aprender como determinar a equagéo de um plano

TRATAMENTO DIDACTICO
Seja A(xo,y0,2z0) um ponto pertencente a um plano me 7 = (a, b,c), 1 # 0, um vector normal
ao plano.

Como 7L m,m é ortogonal a todo vector representado em 7. Entdo, um ponto P(x,y,z)
pertence a 7 se e somente se, 0 vector AP é ortogonal a 7. isto é:

RAP=0o7#n.(P-—A)=0
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(a,b,c).(x —x0,y — yo, Z — 20)=0

a(x — xo0) + b(y — yo)+c( z — zo) = 0 Equagéo dos planos que passam por um ponto
ax + by + cz — axo—byo—czo= 0

Fazendo: —axo—byo—c zo= d

ax+by+cz+d=0 Estd é a equacdo geral de um plano Onde a, b e ¢ sdo
componentes vectoriais.

Exemplo:a) m:x + y —z+ 4 = 0; m:representa uma equagdo completa do plano,
onde (1,1, —1) sdo componentes do vector normal ao plano

a:x + 2y + 4 = 0; a: Representa a equacdo incompleta de um plano paralelo ao z. Onde

(1,2,0) sdao componentes do vector normal ao plano.

Para determinarmos a equagdo do plano que passa por um ponto P e tem 7 como vector
normal, podemos recorrer a dois artificios: Usando a equacdo geral ou usando o céalculo do
produto escalar.

Usando a equacéo geral, temos 0s seguintes passos:

1° Passo: Identificar o ponto e vector

2° Passo: Identificar a equagéo geral do plano

3° Passo: Substituir o ponto e o vector na equagéo geral
4° Passo: Determinar o valor de d

5° Passo: Substituir o vector e d na equacao geral

6° Passo: Obter a equacao geral do plano

Exemplos:

Determinar a equacdo geral do plano mque passa pelo ponto A(2,—1,3)e tem 7 =

(3,2, —4) como um vector normal.
Resolucéo
1° Passo: Identificar o ponto e o vector

A(2,-1,3) 7 = (3,2, —4)
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2° Passo: Identificar a equacéo geral do plano

ax+by+cz+d=0

3° Passo: Substituir o ponto e o vector na equagéo geral
32)+2(-D)+(-4)(B)+d=0

4° Passo: Determinar o valor de d

6—-2-124+d=0>-84+d=0=>d=28

5° Passo: Substituir o vector e d na equacao geral

B)x+2)y+(—4)z+8=0

6° Passo: Obter a equacdo geral do plano

m:3x+2y—4z+8=0

Usando o calculo do produto escalar temos 0s seguintes passos

1° Passo: Identificar o ponto e o vector

A(2,-1,3) 1 = (3,2, —4)

2° Passo: Identificar a formula

n.(AP)=0=n.(P-A)=0

3° Passo: Substituir o ponto e vector na formula

(32,-4).(x—-2,y—(-1),z—-3)=0

4° Passo: Realizar as operacgdes aritméticas e algébricas necessarias

3x—6+2y+2—-4z+12=0

5° Passo: Obter a equacdo do plano

m:3x+2y—4z+8=0

Consolidagéo

Conforme observamos, para determinarmos a equacao geral de um plano que passo podemos

utilizar um dos dois procedimentos, Pois nos levam a um mesmo resultado.
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AVALIACAO
1- Qual das equacdes abaixo representam a equagdo completa de um plano?
a)2x+4y+6z—44=0 b)y* +2y+1=0 ¢)2x+z+4=0
Resposta: a) 2x + 4y + 6z —44 =0

2- Determinar a equacao do plano a que passa pelo ponto A = (1,3,5) e seja ortogonal

ao vector 1 = (2,4,6).
Resposta: a: 2x + 4y + 6z — 44 =0
TAREFA PARA CASA

1- Determinar a equacdo cartesiana do plano B que passa pelo ponto P(1,—1,2)é

perpendicular ao vector ¥ = (2, —3,1).
Resposta
1° Passo: Identificar o ponto e vector
P(1,-1,2),v =(2,-3,1)
2° Passo: Identificar a equagéo geral do plano
ax+by+cz+d=0
3° Passo: Substituir o ponto e o vector na equagéo geral
2D+ (-3)EL+MDH@R)+d=0
4° Passo: Determinar o valor de d
2+3+24+d=0=>74+d=0=>d=-7
5° Passo: Substituir o vector e d na equagéo geral
@x+(-3y+Dz+(-7)=0
6° Passo: Obter a equacéo geral do plano

f:2x—3y+z—-7=0
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APENDICE C
INQUERITO APLICADO AOS ALUNOS (POS-TESTE)

Estimado aluno (a), este inquérito visa diagnosticarmos o seu actual estado referente ao
ensino da equacao do plano e sua representacao grafica, com a finalidade de contribuirmos no
melhoramento do processo de ensino-aprendizagem da Matematica, de modo a realizarmos
um trabalho de pesquisa para obtencdo de grau de licenciatura em Ciéncias de Educagéo, na
opcdo de ensino de Matematica. Esperamos de si a sua cooperacdo nas questdes abaixo

mencionadas:

Sexo: M F Idade Data / /2020

5. Assinalar com x, qual das equagdes abaixo representa equacdo geral ou completa do
plano no espaco?

b) 2y+3x+z-9=0Q b y2+2y+1=00 ¢)3x+3x+2y =00

6. Sabendo que a equacdo geral do plano é dada na forma ax+ by +cz+d =0;a
equacdo cartesiana do plano que passa pelo ponto P(1,—1,2) e é perpendicular ao
vector v = (2,—3,1) é:

d) x—y—2y+22+2=OO

e) 2x—3y+z+1=0 QO

) x+x+z-3y—-7=0 O

7. Considere a equacdo m:z = 0 identique o plano entre as figuras abaixo:

a) b)

0 y 0 ]

8. Representar geometricamente a equagdo 2x + 3y — 6 = 0 no espago

BOM TRABALHO!



